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Introduction 



On qualifie de processus stochastique tout phenomene d'evolution temporelle dont l'ana- 
lyse peut etre soumise au calcul des probabilites. Du point de vue de l'observation, un 
processus stochastique est constitue par Pensemble de ses realisations. Une realisation est 
obtenue par l'experience qui consiste a enregistrer une suite d'evenements au cours du temps. 
Le caractere aleatoire de revolution se montre par le fait que la repetition de l'experience 
conduit a une autre sequence temporelle. Les exemples sont innombrables, en physique ou 
ailleurs. 

-Le processus "pile ou face" consiste a enregistrer la suite des "pile" ou "face" lorsqu'on 
lance une piece de monnaie. 

-Le processus brownien consiste a suivre la position d'une particule en suspension dans 
un fluide. 

-Le processus de Poisson consiste a compter le nombre de personnes dans une file d'at- 
tente lorsque ces personnes y arrivent au hasard. 

-Un processus epidemiologique consiste a denombrer les individus infectes par une ma- 
ladie au cours du temps. 

-Un processus meteorologique peut consister a relever le nombre d'heure d'ensoleillement 
par jour. 

-Un processus boursier consiste a relever le cours des titres chaque jour. 

La nature erratique et non reproductible des realisations du processus tient au fait que 
leur evolution est en general le resultat de Paction d'un grand nombre d'agents incontro- 
lables, ou dont l'effet est meme inconnu. La particule brownienne se deplace sous l'effet 
de ses collisions avec les particules du fluide : les lois dynamiques gouvernant ces dernieres 
(classiques ou quantiques) sont connues. Dans ce cas on pourrait en principe etablir le lien 
entre le mouvement brownien et la dynamique microscopique sous-jacente, mais la com- 
plexite de la description de ces mouvements microscopiques defie l'analyse. Dans le cas des 
fluctuations boursieres, on se rend bien compte qu'il est illusoire de faire remonter la theorie 
a la description de l'etat physico-chimique des cerveaux des operateurs ! 

Le fait remarquable est qu'en depit de ces multiples agents aleatoires, la statistique du 
processus (valeur moyenne, ecart quadratique etc..) obeit a de lois simples et reproduc- 
tibles au cours du temps, pourvu qu'on l'analyse a des echelles de temps appropriees. La 
theorie des processus stochastiques s'applique done a formuler des modeles d'evolution ou le 
manque d'information est supplee par des hypotheses probabilistes adequates. La situation, 
bien que beaucoup plus riche dans son champ d'application, est analogue a celle de la me- 
canique statistique de Pequilibre : l'hypothese des ensembles statistiques (microcanonique, 
canonique etc..) permet de decrire les observations macroscopiques de la thermo dynamique 
qui sont, elles, parfaitement regulieres et reproductibles. 

Le cours s'attache a introduire les principales methodes d'analyse des processus sto- 
chastiques de fagon que l'etudiant acquiere les outils conceptuels necessaires, illustres par 
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un certain nombre d'applications. II est clair que chaque chapitre pourrait faire l'objet de 
beaucoup plus longs developpements, ou meme de cours en soi. Bien que les methodes 
soient de nature tres generale et a vocations interdisciplinaires, on a utilise le langage et les 
exemples du physicien. Le niveau mathematique reste elementaire, mais esperons-le suffi- 
samment precis. On est cependant conscient que du point de vue mathematique, la theorie 
des processus stochastique est un discipline a part entiere dont l'apprentissage requiert un 
autre cours. 

Ce cours (ou des variantes) a ete donne comme option de quatrieme annee du diplome de 
physique a l'Ecole Polytechnique Federale de Lausanne sous le titre de "physique statistique 
avancee" et au DEA de physique statistique et phenomenes non lineaires de L'Ecole Normale 
Superieure de Lyon. Je remercie vivement Frangois Coppex pour la saisie et la mise en forme 
de mes notes ainsi que Sebastien Gyger pour son aide a diverses etapes de l'elaboration de 
ce document. 
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Chapitre 1 

Mouvement brownien 



1.1 Mouvement brownien au sens de Einstein 

1.1.1 Elements historiques 

L'observation du mouvement brownien est bien anterieure a Brown lui-meme. Parmi 
les precurseurs, on peut citer le hollandais Ingenhousz (1785) qui observa le mouvement 
erratique de poussieres de charbon dans de l'alcool. Des observations similaires faites par 
Buffon et d'autres naturalistes montrent que des particules de toutes natures, organiques 
et inorganiques, en suspension dans un fluide, montrent ce mouvement surprenant et desor- 
donne dont on ignore l'origine. On parle alors de particules «irritables» et on avance des 
theories vitalistes qui attribuent une autonomie propre a ces petites particules (la nature 
moleculaire du fluide n'est pas connue a cette epoque). 

Le terme mouvement brownien provient du botaniste ecossais Brown (1773-1858) qui 
observe a son tour le mouvement imprevisible de grains de pollen en suspension dans l'eau. 
Brown se livre a des observations systematiques de ce mouvement et ses conclusions, confir- 
mees par d'autres experiences soigneuses a la fin du 19 eme siecle (en particulier par le 
physicien lyonnais Gouy) sont les suivantes. 

1. Le mouvement est tres irregulier et imprevisible, il n'est pas possible d'assigner des 
tangentes a la trajectoire. 

2. Le mouvement est independant de la nature de la particule. 

3. Le mouvement est d'autant plus erratique que la particule est petite, la temperature 
elevee, la viscosite faible. 

4. Le mouvement ne cesse jamais. 

II est alors admis que le mouvement n'est pas d'origine «vitaliste», mais bien mecanique. 
Cependant, sa complexity et son caractere apparemment aleatoire montrent qu'il ne peut 
etre sujet a une explication simple. Dans un siecle domine par la mecanique de Newton et le 
determinisme Laplacien, ces deplacements browniens imprevisibles, et dont les vitesses ne 
pouvaient etre determinees, posaient des problemes d'interpretation tout a fait nouveaux. 

Dans la meme periode se pose la question de la validite de l'hypothese atomique et de 
sa confirmation experimental. C'est cette question qui motive le travail d'Einstein : en 
admettant que le mouvement d'une particule en suspension est du aux collisions avec celles 



1 



2 



CHAPITRE 1. MOUVEMENT BROWNIEN 



du fluide, est-il possible d'etablir un lien entre ce mouvement et la nature moleculaire du 
fluide ? Einstein declare ne pas avoir eu connaissance des etudes anterieures du mouvement 
brownien lors de la redaction de son travail de 1905. Einstein adopte un point de vue pure- 
ment probabiliste pour la description des trajectoires browniennes, renoncant a tout concept 
faisant intervenir la vitesse et la mecanique. C'est la la clef de son succes. Dans un premier 
temps, introduisant la densite de probabilite P(x, t) de trouver la particule brownienne en 
x au temps t, il montre que cette probabilite obeit a l'equation de la diffusion (1.17) 

j^(M) =DAP(x,t). (1.1) 

Puis il relie la constante de diffusion D aux grandeurs physiques par la celebre formule (voir 
l'Eq. (1.42)) 

D=W. (1.2) 

my 

Comme y figure = R/M (R etant la constante des gaz et M le nombre d'Avogadro), le 
lien desire est etabli : une mesure de D permet une determination de N et une confron- 
tation de cette valeur a celle obtenue par la stcechiometrie chimique. La mesure, effectue 
par Perrin en 1910 donne un accord de l'ordre de 20%, cependant sufnsant a l'epoque pour 
confirmer l'hypothese atomique. Comme D est relie a l'ecart quadratique moyen du de- 
placement brownien (voir (1.23)), Einstein inaugure et montre l'importance d'une science 
nouvelle, la theorie des fluctuations. II laisse cependant ouvert le probleme de la formulation 
d'une theorie dynamique du mouvement brownien. II faut rappeler les travaux paralleles 
dans cette direction de Smoluchowski (independants de ceux d'Einstein), mais il revient a 
Langevin d'avoir reconcilie le mouvement brownien avec la mecanique en introduisant la 
notion de force aleatoire et ouvrant ainsi le chapitre de la theorie des equations differentielles 
stochastiques. 

Pour plus de details, voir [Ne] et [Ei]. 

1.1.2 La marche aleatoire 

II est important de distinguer diverses echelles de temps, le temps moyen t c entre deux 
collisions de la particule brownienne avec celles du fluide (temps microscopique de collision) , 
la resolution temporelle r de l'appareil de mesure, et t = nr le temps d'observation, n £ N, 
n>l. Dans les conditions d'observation habituelles on a 

t c < r < t = nr. (1.3) 

Nous remplagons notre incapacity a decrire la trajectoire microscopique exactement par 
une hypothese probabiliste : 

Dans un milieu homogene isotrope et a l'echelle r, les deplacements successifs de la 
particule sont independants et de directions equiprobables. 

Pour simplifier, on peut supposer que la particule, a l'echelle r, se meut sur un reseau 
cubique. Cette version discretisee du mouvement est appelee marche aleatoire en dimension 
3 avec recoupement. 

La figure 1.3 a la page 4 montre des simulations numeriques de la trajectoire brownienne 
et de son etude sur un reseau. 
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FlG. 1.1 — Trajectoire brownienne aux differentes echelles de temps. La particule brownienne subit beau- 
coup de collisions pendant Pintervalle de temps r. 
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FlG. 1.2 — Marche aleatoire en dimension 2. 



Marche aleatoire a une dimension 

Pour simplifier le probleme, considerons une marche aleatoire a une dimension. Nous 
desirons etablir une equation pour la distribution de probabilite de presence d'une particule 
en un point a un temps donne. La generalisation en 3 dimensions s'obtient facilement a 
partir de ce resultat. 

Considerons une particule qui se meut sur une ligne et occupe les sites 0, ±A, ±2A, . . . 
(voir la figure 1.4). 

Supposons qu'a chaque intervalle de temps r, la particule se deplace a droite avec 
probabilite p, et a gauche avec probabilite q, p + q = 1. Lorsque p = q = 1/2, on dit que 
la marche est symetrique (a chaque temps t = kr on lance une piece de monnaie, et on va 
a gauche ou a droite selon qu'on obtient pile ou face). Defmissons P(0, 0|nA, kr) comme 
etant la probabilite de trouver la particule en nA au temps kr, sachant qu'elle se trouvait 
en au temps 0. On omettra dans la suite de noter la condition initiale (0,0). 

Dans le cas general, soit #g et #d les nombres de sauts a gauche et a droite de l'origine 
respectivement. Supposons que la particule parvienne a nA en k mouvements, alors ceci a 
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FlG. 1.3 — Simulations numeriques d'une trajectoire aleatoire sur un reseau bidimensionnel carre (image 
du haut) et d'un mouvement brownien dans le plan (image du bas). Si la maille du reseau de la marche 
aleatoire devinent suffisamment petite, il devient difficile de distinguer le modele sur reseau d'une simulation 
sans cette contrainte spatiale. 

pu se produire de ^J^gj facons (voir la figure 1.5), et 

#d+#g = k = #total de deplacements (1-4) 
j^d—^g = n = position apres k deplacements. (1-5) 

Des deux dernieres equations, on tire que #g = et #d = ^p 1 , par consequent 



k\ k + n k-n k\ 



P(nA, kr) = p ^ q #9__^ = p -^ q ^ ^ , \n\ < k. (1.6) 
Dans le cas de la marche symetrique on a p = q = 1/2, done 

P(nA,fcT) = ^-T — . fc ' - . (1.7) 

v ' ' 2^ ( k—n ^ | ^ fc+n ~j | v ' 

II sera utile par la suite de considerer la representation integrale suivante de P(nA, kr) 

P{nA, kr) = — I" dip (pe i(p + qe^f e~ inip . (1.8) 
2tt 
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FlG. 1.4 — Marche aleatoire en dimension 1. 
k 2k 3k 




FlG. 1.5 — Valeurs de la probabilite conditionnelle P(nA, kr) (image de gauche) et une realisation de la 
marche aleatoire (image de droite). 

Pour le voir, on insere le developpement du binome 

(pe* + qe^) k = £p^-' *" e *< ffl -*> (1.9) 
i=o ^ >' 

ainsi que l'identite 

± J 71 d^^e-^ = 6 2l _ k , n (1.10) 
dans Pequation (1.8), on verifie aisement que Ton obtient (1.7). 

1.1.3 Limite continue et equation de la diffusion 

On desire a present examiner le comportement de cette distribution de probabilite 
P(nA, kr) apres un grand nombre de sauts. Pour cela, realise la limite du continu a partir 
de P equation (1.8). Posant x = nA, t = kr, on veut obtenir la limite de P(nA, kr) lorsque 
A — > et r — > avec x, t et D = ^- fixes. D est appelee constante de diffusion, dont la 
signification physique sera elucidee dans la section 1.1.4. II faut rester conscient que la limite 
du continu, qui simplifie la description mathematique, n'est pas un retour a la description 
microscopique, mais represente toujours revolution de la particule a l'echelle de temps r. 

Remarquons d'abord que si /(nA) est une observable de la particule brownienne, alors 
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sa valeur moyenne est 

Y,P(nA,kr)f(nA) = ^ fcr) A/(nA) V /* dxP(x,f)/(x) 



(1.11) 



avec la definition liniA^o p ^ ra ^' fcr ^ = P(x, i). En fait, nous passons d'une probabilite absolue 
P(nA,kr) a une densite de probabilite P(x,t) de dimension [x -1 ]. 

Nous considerons le cas symetrique p = q = ^ et posons k = ^, n = D = 
^ = ^ dans l'equation (1.8). En utilisant (±(e^ + e'^f = (cos(/?) fc = e feln l cos ^l, k pair, 
1 on obtient 

lim P(nA ' fcT) = P(x,t) (1 = 8) lim L_ d^^H«*(^)|. (L12) 



A^O A 



1--0 2vrV2Z? J—z. 



Le developpement de Taylor de In |cos(^/r'i/ ; )l au second ordre donne 



In cos 

(VtV0| = In(l)+Vr^ 



sin(0 r V') 



T=0 2 cos 2 (VrV) 



T=0 



(1.13) 



de sorte qu' en inserant (1.13) dans (1.12) et en effectuant la limite r^Oon obtient 

1 



P(x,t) 



2ttV2D Jn 



En utilisant la relation generale 



dxe" 



-ax 2 +bx+c 



7T \ I/ 2 iac+b 2 
e 4« , 



avec a, b, c 6 C et Re a > 0, (1.14) devient finalement 



P(x,t) 



1 _je! 
e 4Dt . 



y/lnDt 



(1.14) 



(1.15) 



(1.16) 



On verifie alors facilement que P(x, i) obeit a l'equation differentielle dite equation de dif- 
fusion 



§- t P( X ,t) = D^P( X ,t), 



avec les proprietes 



P(x,t) > 0, 

/ dxP(x,t) = l, 
Jn 

lim P(x,t) = S(x). 



(1.17) 

(1.18) 
(1.19) 
(1.20) 



1 ll n'y a pas de restriction a la generality a choisir les valeurs de r telles que k soit pair. 
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En dimension 3, l'equation de diffusion est J^P(x, t) = D AP(x, t), ou A = Yli=i ~§^z 
est le iaplacien, et admet pour soiution 

P(x '^ (diF e "^' (L21) 

Pour des raisons de symetries le premier moment est nul 

(x(t)) = / dx xP(x,t) = 0, (1.22) 
Jn 

ce qui signifie que la particule reste a l'origine en moyenne. On a par contre 

(Ax{t)) 2 = (x 2 {t)) - (x(t)} 2 = (x 2 (t)) = f dxx 2 P(x,t) = 2Dt, (1.23) 

Jn 

ce qui montre que les fluctuations Ax croissent selon t 1 / 2 . Une telle loi de puissance des 
fluctuations est caracteristique d'un phenomene diffusif, tandis que lorsque Ax ~ t on est 
en presence d'un phenomene balistique. 

La generalisation de la densite de probabilite P(x,t) solution de l'equation (1.16) a des 
conditions initiales xq / et to / s'obtient immediatement grace a Phomogeneite de 
l'espace et du temps. Dans ce cas 



P(x ,t \x,t) = e 5B W, P(x ,t \x,t)\ t=to =5(x-x ), 

^/4TTD(t - t ) 



(1.24) 



qu'on appelle solution fondamentale de l'equation de diffusion. 

La condition initiale donnee par xo et to peut elle-meme etre sujette a une distribution 
statistique W(xo,to). Dans ce cas, la densite de probabilite de trouver la particule en x au 
temps t sera 

P(x,t)= [ dxoW(x ,t )P(x ,t \x,t), (1.25) 

qui satisfait encore (1.17) en vertu de la linearite de l'equation de diffusion, avec condition 
initiale P(x,t)\ t=to = W(x,t ) . 

II est instructif de comprendre comment realiser dans la pratique les moyennes (x 2 (t)} 
et (x(t)}, dites moyennes empiriques. Soit Xi{t) la i eme realisation d'un chemin brownien 
au temps t, soient N experiences ou realisations du processus, 1 < i < N. Bien entendu, le 
nombre de mesures realisees N est en pratique fini mais en principe aussi grand qu'on le 
desire. Les valeurs moyennes considerees sont alors donnees par 



(x(h))= lim l^x i (t 1 ) = (1.26) 

i=l 
1 N 

<x 2 (t 1 )> = 7v lim o -^x J 2 (t 1 ) (1.27) 
i=i 

1 N 

(x(h)x(t 2 )) = lim J^x^Xiih), (1.28) 



^=1 
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FlG. 1.6 — Realisations Xi(t) du processus brownien et moyenne empirique aux temps ti et ti- 

ce qui justifie ainsi la notation (x(ti)), (x 2 (ti)), ... adoptee en (1.22) et (1.23) pour les 
moments de la distribution de probabilite P(x,t) (voir chapitre 2). L'expression (1.28) est 
appelee correlation du processus aux temps t\ et ti- 

II existe une autre methode, dite aux differences finies, pour determiner la distribution 
de probabilite P(x, t). En observant la realisation du processus de la marche aleatoire de la 
figure 1.5, on constate que P(nA,kr) satisfait a P equation aux differences finies 

P(nA, (k + l)r) = pP((n - I) A, kr) + qP({n + 1)A, kr). (1.29) 

En effet, si on observe une particule en nA au temps (k + l)r, alors au pas de temps 
precedent cette derniere etait soit en (n — 1)A, soit en (n + 1)A. Dans le premier cas, la 
particule s'est deplacee vers la droite avec probabilite p, tandis que pour le second cas elle 
s'est deplacee vers la gauche avec probabilite q. Etant donne que nous considerons le cas 
symetrique, alors p = q = \ et en soustrayant P(nA, kr) de chaque cote de Pegalite (1.29) 
on obtient 

P(nA, (fc+l)r)-P(nA, kr) = -(P((n+1)A, kr)-2P(nA, fcr)+P((n- 1)A, fcr)) . (1.30) 

En posant x = nA, t = kr on a 

P(x,t + r) - P(x,t) _ A^ ( P(x + A, t) - 2P(x, t) + Pjx - A, t) 

=D 

qui dans la limite r —>■ et A — > tend formellement vers l'equation de diffusion (1.17) 

1.1.4 Relation de Einstein pour la constante de diffusion 

Dans cette section on donne l'interpretation physique de la constante de diffusion D. 
Supposons qu'on ait N particules browniennes independantes (ou en interaction suffisam- 
ment faible pour pouvoir etre negligee) dont la densite n(x, t) est donnee par 




n(x,t) = NP(x,t), 



(1.32) 
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FlG. 1.7 — Simulation numerique d'un mouvement diffusif en une dimension pour D = | (courbe du haut) 
et -D = 10 (courbe du bas). 



avec la normalisation J R dx n(x, t) = N. Comme P(x,t) satisfait l'equation de diffusion 
jftP(x,t) = D -g^P(x,t), alors il en est de meme pour n(x,t). Le courant de particules du 
aux effets diffusifs est defini par la lot de Fick 

j D (x,t) = -D^n(x,t), (1.33) 



d 



de telle facon que l'equation de continuite soit verifiee 

^n(x,t) + ^j D (x,t) = 0. 



(1.34) 



Supposons a present que les particules soient dans un champ constant, par exemple un 
champ gravifique, et que ces particules se trouvent dans un ffuide visqueux done subissent 
une friction proportionnelle a leur vitesse v. Soit 7 la constante d'amortissement de la 
vitesse, m/7 le coefficient de friction, alors l'equation de Newton donne 



m—v(t) = —rag — mrfv{t). 

Le champ de force produit un courant de particules j g (x,t) defini par 

j g (x,t) = n(x,t)v(t). 



(1.35) 



(1.36) 



Remarquons que le recours a l'equation de Newton consiste en une description macrosco- 
pique, deterministe et non aleatoire du phenomene. Par contre, la loi de Fick traduit un 
phenomene diffusif, done a caractere non deterministe et aleatoire. 
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Considerons a present le regime stationnaire, caracterise par I'equilibre thermique, dans 
lequel = 0. Par consequent, l'equation de Newton (1.35) permet d'obtenir l'expression 
v = — & pour la vitesse dans l'etat stationnaire. En substituant cette derniere expression 
dans la definition (1.36) de j g (x,t), on obtient 



jg( x ) 



7 



(1.37) 



D'autre part, a I'equilibre thermique dans le champ exterieur, la physique statistique de 
Gibbs s'applique. Par consequent, n(x) est donne par la formule barometrique 



_ V( x - x q) _ mg(x — x ) 

n(x) = n(xo)e k B T = n(xo)e k B T 



(1.38) 



avec k B la constante de Boltzmann et V(x) = mgx le potentiel gravifique. En inserant 
(1.38) dans la definition (1.33) du courant de diffusion jr>(x,t) on obtient 



3d(x) = D 



mg n(x) 
k B T • 



(1.39) 



Le courant total 



j(x,t) = j g (x,t) +j D (x,t). 



(1.40) 



a deux composantes, l'une due au champ de force g et l'autre due au gradient de densite. 
Or, I'equilibre correspond a un courant total nul. Ainsi, en inserant (1.37) et (1.39) dans 
(1.40), on obtient 



. . qn(x) ^mqn(x) 
ce qui mene finalement a la relation de Einstein pour la constante de diffusion D 



(1.41) 



D 



(1.42) 



Remarques 

(i) La constante de diffusion est independante du champ de gravitation g et plus gene- 
ralement, comme on le verifiera a plusieurs reprises, de la nature du champ de force 
agissant sur la particule brownienne. L'equation (1.42) est un exemple d'une relation 
fondamentale qui existe entre les fluctuations (representees par le coefficient D) et la 
dissipation (representee par le coefficient 7). C'est le germe de ce qu'on appelle une 
relation de fluctuation-dissipation. De plus amples explications sont fournies dans la 
section 7.4 a la page 150. 

(ii) Comme k B = avec M le nombre d'Avogadro et R la constante des gaz parfaits, 
alors peut-etre mesure a partir du mouvement brownien. Le physicien frangais J. 
Perrin obtient en 1926 le prix Nobel de physique pour avoir determine le nombre 
d'Avogadro de plusieurs manieres differentes, dont celle se basant sur la relation de 
Einstein, apportant ainsi une preuve de la nature atomique de la matiere (voir [Wa]). 

o 
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1.1.5 Equation de Smoluchowski 

Comment decrire le mouvement d'une particule brownienne dans un champ de forces ? 
Ce dernier exerce un effet de derive que Ton peut simuler par une marche aleatoire asyme- 
trique p / q. 

Supposons pour commencer que le champ de force est constant et posons p = \ + aA, 
q = \ — aA, avec a une constante independante de la position. Derivons l'equation a 
laquelle satisfait la densite de probabilite P(x, t) dans la limite A — > et r — > 0. Pour cela, 
reprenons l'equation (1.29) en remplagant les valeurs de p et q. En soustrayant P(nA,kr) 
de chaque cote de Pegalite, on obtient 

P(nA, (fc + l)r) - P(nA, kr) = ^ (P((n + 1)A, fcr) - 2P(nA, fcr) + P((n - 1)A, fcr)) 

-qA(p((« + 1)A, kr) - P{{n - 1)A, fcr)) . (1.43) 

A nouveau, en divisant par r et en posant = D pour ensuite faire la limite A — > et 
r — > 0, on obtient l'equation cherchee 

^P(x, t) = -AaD |-P(x, t) + D ^P(x, t). (1.44) 

Considerons maintenant un champ inhomogene, c'est-a-dire a = a(nA) depend du site 
nA. Dans ce cas p(nA) = \ + a(nA) A, q(nA) = \ — a(nA) A, et la densite de probabilite 
P(x,t) obeit a l'equation 

P(nA, (k + l)r) = p((n - l)A)P((n - 1)A, kr) + q((n + l)A)P((n + 1)A, kr), (1.45) 

ce qui se reecrit sous la forme 

P(nA, (k + l)r) - P(nA, fcr) = i (p((n + 1)A, fcr) - 2P(nA, fcr) + P((n - 1)A, fcr)) 
- A(a((n + l)A)P((n + l)A,fcr) - a((n - l)A)AP((n - l)A,fcr)), (1.46) 
qui dans la limite A — > et r — > se reduit a 

-P(x, t) = -4D — (a(x)P(x, tj) + D ^P(ar, t). (1.47) 

Ceci donne l'idee, pour des raisons de dimensions, de poser 4D a(x) = ^ ou F(x) est la 
force 2 agissant sur la particule, et d'ecrire en general 



(1.48) 



Cette derniere equation est dite equation de Smoluchowski, du nom de celui qui l'a etablie en 
1906 pour decrire la distribution de probabilite d'une particule brownienne dans un milieu 
inhomogene. 



2 Notons M pour une masse, L une longueur et T un temps. La dimension de Da(x) est [^] , 7 est une 
constante de dimension [i] , si bien que [^(x)] = [m7Da(i)] = [^] a les dimensions d'une force. 
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Remarque Les equations (1.44) et (1.48) sont des cas particuliers de l'equation de Fokker- 
Planck (voir les sections 3.1 a la page 43 et 3.2.1 a la page 46). L'interpretation de F(x) 
comme champ de force sera confirmee par l'etude de l'equation de Kramers (voir la section 
3.4.1). o 

Nous desirons donner la solution de l'equation de Smoluchowski (1.48) avec une force 
de gravitation F(x) = —mg, puis une force harmonique F(x) = —kx. Dans ces deux cas, 
on va encore trouver des solutions gaussiennes de la forme 

1 (x-a(t)f 

P(x,t) = — e M*) , (1.49 

ou la valeur moyenne (x) = a(t) et l'ecart-type ((x — a(t)) 2 ) = a(t) dependent du temps. 
Les moments de la gaussienne (1.49) sont 

(x(t)} = / dx xP(x,t) = a(t), (1.50) 

((x(t) - a(t)) 2 ) = (x 2 (t)) -a 2 {t) = j dxx 2 P(x,t) - (J dxxP(x,t)^j = a(t). (1.51) 

Pour determiner a(t) et a(t), il suffit d'ecrire leur equation du mouvement. On a par inte- 
gration par parties 

d . , ., (1.50) f , d „. 
12 {x(t)) ( = > J^dxx-P(x,t) 



dt 

(1.48) 



If d / \ f d 2 

/ dx x — (F(x)P(x, t) + D / dx x— -zP(x,t) 

J n dx V ) dx 2 

— I dx F(x)P(x,t)- — xF(x)P(x,t)\™ 
mj J n m-y s v S 

[ d d 
-D / dx — P(x,t)+D x—P(x,t) 
Jn dx dx 



=o 

oo 



(1.52) 



= P(x,t)|! 



en supposant que P(x, t) et sa derivee s'annule suffisamment rapidement a l'infini (ce qui 
est le cas pour la gaussienne (1.49)). On precede de facon similaire avec ^ (x 2 ) (t) pour 
finalement obtenir les equations 

A {x{t )) = _L (F(x(t))) (1.53) 

±( x 2 (t)) = l-(x(t)F(x(t))) + 2D. (1.54) 

Les conditions initiales caracterisant une particule se trouvant en xo au temps t = sont 
a(t = 0) = x et a(t = 0) = 0. 

(i) Force de gravitation : F(x) = —mg. Les equations du mouvement (1.53) et (1.54) 
deviennent 

f t (x\t)) = -*L(x(t)) + 2D, (1.56) 
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ce qui, avec les conditions initiales (x(0)) = xq et (x 2 (0)) = Xg, donne 

(x(t)) =x - -t, (1.57) 

7 

(x\t)) = ( x o-^t) + 2Dt > (i- 58 ) 



d'ou a(t) = xq — &t et a(t) = 2Dt, par consequent 



P(x, t) = , exp 



(X - Xq + gtlif 

ADt 



(1.59) 



decrit une particule en translation uniforme dans le fluide infiniment etendu avec 
une dispersion 2Dt autour de sa position moyenne xq — II n'y a done pas d'etat 
stationnaire (contrairement au cas traite dans la section 1.1.4 ou le fluide etait suppose 
resider dans le demi-espace x > 0). 
(ii) Force harmonique : F(x) = —kx. Les equations du mouvement (1.53) et (1.54) 
deviennent 

*<*(*)> = --£-<*(*)>, (1.60) 

^{x 2 it)) = -^{x\t)) + 2D. (1.61) 

Avec condition initiale (x(0)) = xq I'equation (1.60) a pour solution 

(x(t)) =x e~^ t = a(t). (1.62) 

/ 9 \ — — t 

On verifie que la forme d'essai (x (t)) = A(t)e m ~< est solution de I'equation (1.61) 
sous la condition 

^A{t) = 2De^\ (1.63) 

d'ou 

A(t) = ^-LJ^ 1 + C, (1.64) 

K 

avec C £ R une constante. En utilisant la condition initiale <|x 2 (0)) = Xq on determine 
la constante C = x\— — ^p, done 

(x (t)) = V m7 J+ x o e m "' ■ (1.65) 

Les equations (1.62) et (1.65) donnent 

a(t) = (x 2 (t)) - (x{t)} 2 = (l - e - ^') , (1.66) 

et par consequent en inserant (1.66) et (1.62) dans la distribution de probability 
generale (1.49) on obtient 
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On voit qu'un etat stationnaire est atteint pour des temps infinis 

-^/S^-a^)' <L68) 

Comme ^kx 2 est Penergie potentielle de l'oscillateur harmonique, la distribution 
(1.68) s'identifie a la distribution thermique de l'oscillateur P(x,t) oc exp 
si D = -j^, ce qui impose a nouveau la relation de Einstein. 

1.1.6 Chame moleculaire aleatoire et chemin brownien 

Les chemins browniens sont susceptibles de recevoir beaucoup d'interpretations variees 
en physique. Voici un exemple. 

On considere une chaine moleculaire composee de N + 1 monomeres, une extremite de 
la chaine etant fixee a l'origine, l'autre se trouvant au point r £ R 3 . On suppose 

(i) Deux monomeres consecutifs sont a distance fixe a, et la position rj du j eme mono- 
mere ne depend que ce celle du mono mere precedent en 

(ii) Toutes les orientations d'un monomere relativement au precedent sont equipro- 
bables, c'est-a-dire 

p ( r J-i\ r j) = p (\ r j " r i-il - a) = ^2 5 d r i - r i-il ( L69 ) 

ou P(rj_i|rj) designe la probabilite conditionnelle de trouver le j eme monomere en 
Tj, sachant que le precedent est en rj_i. Cette derniere probabilite est normalisee par 
rapport a Yj sur la surface de la sphere de rayon a centree en Yj-\- 




FlG. 1.8 — Polymere forme de N + 1 monomeres espaces d'une distance a. 

Nous desirons trouver la distribution Piv(r) qui donne la probabilite d'avoir une chaine 
de longueur iV se terminant en r. En vertu de l'hypothese d'independance (i), la probabilite 
d'une configuration de la chaine i"o = 0, ri, T2, ■ ■ ■ , r/v = r est 

W(r 1: r 2 , . . . , rjv-i, r) = P(n) P(ri|r 2 ) . . . P(r N - 2 \rN-i) P(t N -i\t), (1.70) 
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avec P(rj_i|rj) donne par (1.69). La distribution de probability -FV(r) d'une chaine de 
longueur Na aboutissant en r s'obtiendra de (1.70) en sommant sur toutes les positions des 
monomeres 1 a N — 1 

P N (r) = / d 3 ri . . .d 3 rjv„i W(r 1 ,r 2 , . . . ,r N -i,r N ) 

y H 3x(jv-i) 

( = 0) f d 3 nP(n) f d 3 r 2 P(n|r 2 )... f d 3 r N ^ P(t N - 2 \tn-i) P(r N -i\r) 

(1 = 9) L d3ri ^ 5(|ri1 - a) L d3ra ^ 5(|r2 - ri1 - a) x ■ • • 

/* 1 1 

/ d 3 rjv_i - — ^(5(|rjv-i - r^_ 2 | - a) - — ^ <5(|r - rjv-i| - a). (1.71) 
Jjis 47ra z 47ra z 



. . . x 



II s'agit d'un produit de convolution multiple qui se factorise dans la representation de 
Fourier. Le detail du calcul est comme suit. Soit le changement de variables qui permet de 
decoupler les integrates 

/Xl\ / F! \ 



X 2 



\Xiv/ 



r 2 - ri 



\r - rAT_i/ 



(1.72) 



alors Yi = Yl)=i x i = l)---)-^) e t on verifie que le jacobien de la transformation 
d 3 ri . . . d 3 rjy_i = Jd 3 xi . . . d 3 xjy_i est J = 1. Soit k G R 3 , alors en utilisant r = YliLi x * 
la transformee de Fourier Pjv(k) de -P/v(r) est 



Pv(k) = f d 3 rP N (r)< 



— ikr 



(1.71) 



3 g(jxij -O) k . xi 

d Xl 4vra 2 6 



d 3 xjv_ 



xjv_i 



R 3 



(5(|xiv-i| - a) e _ ik . 
47ra 2 

3 J(|xjy| - a) ^ k . X/v 



x / d 'xv ■ — <■ 

J R3 4na z 



iV 



f R3 47ra 2 
ce qui donne par passage en coordonnees spheriques 

1 



(1.73) 



Pv(k) 



47T0 2 J 



dr r z 



5(r-a) d9 sin(^)e- i|k|rcos(e) C d^ 
Jo Jo 



N 



dx e^ ax 



N 



sin (|k|a) 
Ikla 



N 



Par transformee de Fourier inverse 



sin (l k l Q ) ^ N e ik-r 

Ikla 



(1.74) 



(1.75) 



En pratique un polymere est forme de N S> 1 monomeres, done on va prendre le com- 



portement asymptotique N — ► oo de (1.75). Comme 



sin(ai) 
x 



< 1 pour tout x ^ 0, alors 
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liniAT^oo y Sm !f j = 0, et done la contribution dominante de l'integrand pour N grand 
provient du voisinage |k| = ce qui permet d'ecrire 

S ^P^ = !-»£ + (|k| 4 ). (1.76) 
|k|a 6 v ' 

Negligeant le reste d'ordre |k| 4 , en inserant (1.76) dans (1.75) et en utilisant ln(l + x) = 
x + O (x 2 ) on obtient 

J-* / \ 1 f ,3, N ln( sin W a) ) ik . r 

Pn(t) = — — T / d 3 ke V^^) e tkr 



d 3 ke v 6 ; e ik ' r 



(1.76) 1 r i3i JVlnfl-^ 



" (2^) 3 7r3 

= ffJ_ / d A;e-^ fc2+ ^, (1.77) 
qui en utilisant la relation generale (1.15) devient finalement pour N S> 1 

(o \ 3/2 3 

En comparant (1.78) et (1.21) on en deduit que la constante de diffusion est D = ^- alors 
que le "temps" est t — to = N, et <(r 2 ) = traduit un comportement diffusif. L'ecart- 
quadratique moyen se comporte done comme y/~N a, et non comme la longueur de la chaine 
Na. Ainsi, dans la limite continue, la chaine peut etre assimilee a un chemin brownien a 
trois dimensions. Cette analogie sera reprise dans la section 3.7.2. 



1.2 Mouvement brownien au sens de Langevin 

1.2.1 Equation de Langevin et force aleatoire 

La theorie de Einstein n'est pas dynamique au sens de Newton (il n'y a pas de notion 
de vitesse et d'acceleration) et le concept de force est introduit par Smoluchowski de fagon 
ad hoc, dans un contexte probabiliste. L'idee principale de Langevin est que les equations 
de la mecanique restent valables en moyenne. Ainsi, pour une particule dans un milieu avec 
coefficient de friction 7, on ecrit 

1 (v(t)) = -7 (v(t)) , (1.79) 

avec (v(t)} = (x(t)). La moyenne (•) est une moyenne realisee sur toutes les trajectoires 
possibles d'une particule, soumise a un champ de force aleatoire f(t). L'equation qui gou- 
verne la trajectoire de la particule soumise a une realisation de la force f(t) est alors 



m ~n v ^ = - m l v ( t ) + /(*)> 



(1.80) 
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On choisit la force f(t) agissant sur la particule de fagon a modeliser l'effet des collisions 
microscopiques. II s'agit done d'une force inconnue, compliquee et non reproductible que 
Ton va traiter de fagon aleatoire. Supposons avoir N S> 1 realisations de la force f(t), notees 
fi(t), f2(t), ■ ■ ., /jv(^); alors l'equation (1.80) fournira les N solutions v±(t), V2(t), . . ., v;y(t), 
ce qui permet de realiser les moyennes en question. Queries sont les proprietes statistiques 
de/(t)? 

Hypothese 1.1 Etant donne que la friction est deja prise en compte dans (1.80) et que 
f(t) n'inclut que les effets aleatoires dus aux collisions dans un espace isotrope et homogene, 
alors sa moyenne doit etre nulle 

1 N 

</(*)> = ^E/«(*) = - (i-8i) 

i=i 



/(*) 



A 




FlG. 1.9 — N 3> 1 realisations de la force fi(t), f2(t), . . ., /iv(t), et force moyenne nulle (/(£)) (courbe 
epaisse confondue avec l'abscisse). 

En effet, en exploitant cette hypothese on obtient bien (1.79) de (1.80). Par consequent, 
en moyenne l'effet des collisions simule par f(t) est nul, et la seule force systematique que 
ressent la particule est la friction. Ainsi 

(v{t))=v e-T t , (1.82) 

et avec la condition initiale xq = la position moyenne est 

(x(t)) V0 = £dT (v(r)) = v ^—^, (1.83) 

avec (v(0)) = vq. 

La correlation de la force entre les temps t\ et *2 est definie par 

1 N 

(m)f(t 2 )) = ~J2 MtiMh) (i.84) 
i=i 

et son temps de correlation t c est Pintervalle de temps pendant lequel cette quantite est 
non nulle. 
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Hypothese 1.2 Comme f(t) varie a I'echelle du temps de collision microscopique, son 
temps de correlation t c est beaucoup plus petit que le temps de relaxation de la vitesse 7 _1 ; 

t c <7 _1 ; (1-85) 

c'est-a-dire que f(ti) et f{t2) sont des variables aleatoires independantes des que \t\ — £2 1 > 
t c . On idealise cette situation en postulant que la correlation entre f{t\) et f(t 2 ) est nulle 
si t\ 7^ t2, c'est-a-dire que la correlation est instantanee 

(f(h)f(t 2 )) = C5(t 1 -t 2 ), (1.86) 

avec C £ R une constante. 

Etant donne que le probleme des valeurs moyennes est resolu par les equations (1.82) 
et (1.83), etudions les fluctuations de vitesse. 

1.2.2 Fluctuations des vitesses 

La solution de (1.80) avec v(0) = vq est 

v (t) = voe-* + - / dse-^- s )/(s)- (1-87) 
771 Jo 

Ainsi, en tenant compte de l'hypothese 1.1 assurant (f(t)) = on a 

(v(ti)v(t 2 )) VQ = \ dsi ds 2 e-^- s ^e-^- s ^ (f( Sl )f(s 2 )) '. 
m Jo Jo N v ' 

(1.88) 

On calcule 

F d Sl F ds 2 e^ sl+s ^5( Sl -s 2 ) 
Jo Jo 

f'OO f'OO 

= dsi / ds 2 e^ si+s ^8(t 1 -s 1 )9(t 2 -s 2 )6(s 1 -s 2 ) 
Jo Jo 

/•oo 

= / ds 1 e 2 ^e(t 1 -s 1 )e(t 2 -s 1 ) 

Jo y v ' 

=6(min(t 1 ,t 2 )-s 1 ) 

/•min(ti,t2) 

= / ds ie 27S1 
Jo 

En inserant (1.89) dans (1.88) on obtient en utilisant t\+t 2 — 2min(ii, t 2 ) = \t\ — t 2 \ 

C_ 

27m 2 

En particulier pour t\ = t 2 = t on a 



(v(h)v(t 2 )) Vo = ^ (V^ 1 "^ - e -7(ti+t 2 )^ + v 2 e -7(*i+t 2 ). (i.9o) 



{m^^L^-^+vle^. (1.91) 



27m 
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L'indice vq rappelle que la vitesse initiale n'est pas aleatoire, mais fixee a vq. 

Pour determiner C, on pose que la particule approche l'equilibre thermique pour t — ► oo, 
par consequent Pequipartition de l'energie donne 

Yi^\m{v 2 {t)) = \k B T. (1.92) 

D'autre part, on tire de l'equation (1.91) 

^\ m ^ = ^ (L93) 
En egalant (1.92) et (1.93) on tire la constante C 

C = 2m-fk B T. (1.94) 




FlG. 1.10 — Representation adimensionelle de (« 2 ) uo (t) pour une temperature fixee = v 2 = 1 (droite 
(1)), v 2 < v 2 = 2 (courbe (2)) et v 2 > v 2 = | (courbe (3)). La droite (1) represente le cas ou la vitesse 
initiale vo est exactement la vitesse d'equilibre. La courbe (2) represente le cas ou la vitesse vo est superieure 
a la vitesse d'equilibre, tandis que pour (3) vo y est inferieure. Ce dernier cas correspond a une vitesse vo 
tellement faible que les fluctuations thermiques accelerent la particule. 

Avec la valeur de C trouvee, l'equation de Langevin devient 

±v(t) = -Tv(t) + ^^^f(t), (1.95) 

avec (f(ti)f(t2)) = S(t\ — £2)- Le processus de Langevin decrit la thermalisation d'une 
particule de vitesse initiale vq. 
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1.2.3 Fluctuations des positions 



On s'interesse maintenant a la fluctuation des positions, et plus specifiquement, suppo- 
sant xq = 0, a l'ecart quadratique moyen (x 2 ) VQ {t). Notons [5 = (/c#T) _1 , alors en utilisant 
(1.94) et (1.90) on a 
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(1.96) 



qui decrit l'ecart quadratique moyen de la position d'une particule de conditions initiales 
{xo = 0,Vo} dans un fluide a l'equilibre thermique. 

En developpant les deux premiers termes de (1.96) pour t petit, on voit qu'ils ne contri- 
buent pas jusqu'a l'ordre i 3 , ainsi 



(At)) 



vo 



M 2 , 



et pour les temps longs, 



(1.97) 



(1.98) 



Pour t — > 0, on trouve la loi du mouvement balistique x{t) ~ v^t car si le temps t est 
sumsamment petit [t < t c ), il n'y a pas encore eu de collisions. 

Pour t — ► oo, le temps est sumsamment grand pour qu'il y ait eu beaucoup de collisions 
et on retrouve la loi de diffusion de Einstein (1.23). En particulier, (1.98) montre que la 
const ante de diffusion D = prend a nouveau la valeur predite par Einstein. 

La theorie de Langevin interpole done entre le comportement balistique et diffusif. 

Dans cette analyse, nous avons attribue a la particule une vitesse initiale vq bien de- 
terminee. Si ce n'est pas le cas, la particule etant a tout instant immergee dans le fluide a 
l'equilibre, il est naturel de remplacer Vq par sa moyenne thermique l/((3m). Les relations 
(1.90), (1.91) et (1.96) deviennent alors compte tenu de (1.94) (supprimant alors l'indice 
vq) 



(v(h)v(t 2 )) = -J-e-^-^ 
pm 

TTI I n. .> 1 
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(1.99) 
(1.100) 
(1.101) 



On voit que la correlation des vitesses tend exponentiellement vite vers zero et que Penergie 
cinetique moyenne reste stationnaire au cours du temps. 



Chapitre 2 

Processus stochastiques 



2.1 Introduction 

Tout processus dont l'evolution temporelle peut etre analysee en termes de probabilite 
est dit processus stochastique. La notion de processus stochastique est done tres generale. 
Le processus peut etre vectoriel, a valeurs discretes ou continues. II se manifeste par 1 'ob- 
servation d'une grandeur x(t) variable au cours du temps t. Par exemple, x(t) peut etre la 
coordonnee d'une particule brownienne, la position d'un piston soumis au choc des mole- 
cules d'un gaz, la concentration d'une substance chimique, le nombre de photons absorbes 
ou emis par un atome, les valeurs boursieres, ou encore le nombre de personnes attendant 
au bas d'une file de teleski. II s'agit souvent d'une observable macroscopique soumise aux 
effets d'un grand nombre de variables microscopiques. 

Comment analyser en pratique un processus stochastique? Nous traitons par la suite 
le cas d'un processus scalaire continu. 1 On repete une succession de ./V experiences avec la 
meme condition initiale x(to) = xq. On obtient ainsi N realisations du processus. Etant 
donne que nous decrivons le processus en termes de probabilite, il faut trouver un moyen de 
construire les distributions de probabilite a partir de l'experience. Pour ce faire, considerons 
une sequence de temps to, t\, . . ., t n . L'idee est alors de prendre au temps tj un petit 
intervalle Ij = [xj,Xj + dxj], et de regarder le nombre de realisations qui passent dans 
cet intervalle au temps tj. La probabilite qu'une realisation prenne une valeur entre Xj et 
Xj + dxj s'obtiendra alors naturellement comme le nombre de realisations passant par Ij 
divise par le nombre total de realisations. Ceci conduit aux definitions suivantes. 

2.1.1 Probabilities absolues et conditionnelles 

Soient n intervalles Ij = [xj,Xj + dxj], j = 1, . . . , n, n = 1,2,.... Nous definissons les 
distributions de probabilite jointes du processus par 

W(xi, t\; . . . ; x n , t n ) dxi . . . dx n = probabilite de trouver {x{t\) G Ji, . . . , x(t n ) £ I n } 

nb. de realisation qui passent dans I±, . . . , I n 
nb. total de realisations 

avec ti tj ^ j et i, j < n, n = 1, 2, . . .. 

1 Les definitions se generalisent aisement aux processus vectoriels ou a valeur discrete. 
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x(t) 




FlG. 2.1 — Construction de distributions de probabilite a partir de N 3> 1 realisations d'un processus 
stochastique. Contrairement a la definition des Ij = [xj,Xj + dxj], ce schema represente des intervalles Ij 
symetriques autour de Xj. 

Definition 2.1 (Probabilities absolues) Les fonctions W(x\, t\; . . . ; x n , t n ), t\ ^ t 2 ^ 
. . . t n , sont appelees probabilites absolues du processus, 2 et doivent satisfaire aux condi- 
tions naturelles suivantes. 

(i) . . . ;x n ,t n ) > 

(ii) f nk dxi ...dx n W(x 1 ,t 1 ;...;x n ,t n ) = 1 V {xi,h; . . . ; x n ,t n } 

(Hi) W(xi,t±; . . . ;x n ,t n ) est une fonction symetrique sous les permutations des argu- 
ments {xi, <i; . . . ; x n , t n }. 
( iv ) lR dx nW(x 1 ,t 1 ; . . . ; x n ,t n ) = VF(xi,ti;...;...;x n _i,i n _i) 

La condition (iii) tient a la logique commutative de formulation de la probabilite jointe 
de plusieurs evenements. 

La condition (iv) est evidente car la somme sur tous les evenements possibles au temps 
t n reduit la distribution a celle des evenements aux temps t\, . . . ,t n -\. C'est une relation 
de compatibilite entre les distributions a n et n — 1 arguments. 

Si t n — > t n -i, on pose 
lim Wixx,^; . . .;x n -i,t n -i;x n ,t n ) = W^xi,^; . . . ;x n _i,t n _i) S(x n - x n _i) (2.2) 

puisqu'alors les variables x n et x n _i doivent etre identifiees. 

Definition 2.2 (Processus stochastique) Un processus stochastique est defini par la 
donnee de I'ensemble des probabilites absolues {W(x±, t±; . . . ; x n , t n )} n>1 satisfaisant aux 
conditions (i)-(iv). 

Definition 2.3 (Processus stationnaire) Un processus stochastique est dit stationnaire 
si W(x\,t\\ . . . ; x n , t n ) = W(x±,ti + r; . . . ; x n , t n + r) Vr G 1R, Vn > 1. En particulier 
(i) W(x 1 ,t 1 ;x 2 ,t 2 ) = W(x 1 ,0;x 2 ,h - h) 

2 Par brievete de langage et si cela ne prete pas a confusion, on qualifie W de probabilite alors qu'il s'agit 
d'une densite de probabilite si x est une variable continue. 
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(ii) W(x±,ti) = W{x\) est independant du temps. 

Dans Pexemple de la figure 2.1 ou la condition initiale est fixee, la distribution a un 
temps est telle que lim t _,. to W(x,to) = 5(x — xq). Si les conditions initiales sont aleatoires, 
W(xo, to) decrit leur distribution. 

Parfois, on ne dispose que d'une seule (longue) sequence temporelle sans qu'il soit pos- 
sible de generer plusieurs realisations (par exemple une variable meteorologique, la lumino- 
sity d'une etoile, etc.). Si le processus est stationnaire, on peut scinder la sequence en N 
partitions de duree T dont on fera la statistique. 




FlG. 2.2 — Construction de distributions de probabilite a partir d'une seule sequence temporelle d'un 
processus stationnaire x(t). 

Bien souvent, il est utile de travailler avec les probabilites conditionnelles. 

Definition 2.4 (Probabilites conditionnelles) Soient t\ < t2 < ■ ■ ■ < t k , on defi- 
nit alors la probabilite conditionnelle P{x\,t\; . . . ; x^, t^\xk + i, t^+i; . . . ; x n , t n ) dx^+i ■ ■ ■ dx n 
par 

P(x 1 ,t 1 ; . . .;x k ,t k \x k+1 ,t k+1 ; . . . ; x n ,t n ) dx k+1 . ..dx n 

^ f probabilite de trouver {x(t k+1 ) £ I k+1 , . . . ,x(t n ) £ I n } . . 
| sachant que {x(t\) G I±, . . . ,x(t k ) G I k } , 

et 

P(xi,tr, ■ ■ .;x k ,t k \x k+1 ,t k+1 ; . . .;x n ,t n ) = — — -. (2.4) 

W(x 1 ,t 1 ;...\X] s ,t] t ) 

Ces distributions jouissent des proprietes 

(i) P(x 1 ,t 1 ; . . .;x k ,t k \x k+1 ,t k+1 ; . .. ;x n ,t n ) > 

(ii) J Rn -k dx k+1 . . .dx n P(xi,ti; . . . ;x k ,t k \x k+1 ,t k+1 ; . . . ; x n , t n ) = 1 

(iii) P(x\,t\\ . . . ; x k ,t k \x k+ i,t k+ i; . . . ;x n ,t n ) est symetrique sous les permutations des 
arguments {xi,h; . . .;x k ,t k } et {x k+1 ,t k+1 ; . . .;x n ,t n }. 

fin dx n P{xi,t\; . . . ; x k ,t k \x k+ i, t k+ i, . . . ; x n , t n ) 

= P(xi,ti; . . . ;x k ,t k \x k+ i,t k+ i; . . . ;x n -i,t n -i) 
qui suivent immediatement de la definition 2.1. II decoule en particulier de (2.2) que 

lim P(xi,ti\x2,t 2 ) = 5(x± — x 2 ). (2.5) 
*2— *h 
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Pour alleger l'ecriture, nous notons souvent les couples {xi,U} par leur indice i. La 
donnee des P(l, . . . , k\k + 1) avec W(l) est equivalente a celle des VF. En effet, par la 
definition (2.4) qui dit que P(l, . . . , + 1, . . . , n) = ^(^'//'fcj , on a 

W(l,2) ( = } W(1)P(1|2) (2.6) 
W(l, 2, 3) ( = 4) 2)P(1, 2|3) ( = 6) W(1)P(1|2)P(1, 2|3) (2.7) 
W(l, 2, 3, 4) ( = 4) W(l, 2, 3)P(1, 2, 3|4) ( = 7) W(1)P(1|2)P(1, 2|3)P(1, 2, 3|4) (2.8) 



W(l, 2, 3, . . . , k) = W(1)P(1|2)P(1, 2|3) . . . P(l, 2,3, ... , fc — l|fc), (2.9) 

ce qui donne l'expression des probabilites absolues W connaissant les probabilites condi- 
tionnelles P. Un processus stochastique peut done aussi bien etre defini par la donnee de 
ses probabilites absolues que celle de ses probabilites conditionnelles. 



Remarque On peut avoir deux points de vue sur le processus x(t). 

(i) Le processus consiste dans l'ensemble {x(t, w)} w de ses realisations. Les diverses rea- 
lisations x(t,u) sont distinguees par un indice u appartenant a un ensemble approprie 
Q (par exemple les conditions initiales to et l'espace de phase Q). Souvent on adopte 
la meme notation x(t) pour designer le processus dans son ensemble, ou une de ses 
realisations particuliere. 

(ii) Pour chaque t fixe, x(t) est une variable aleatoire usuelle. On peut alors considerer 
le processus comme la collection (infinie) {x(t)} t de toutes ces variables aleatoires 
dont les distributions jointes sont donnees par la hierarchie des fonctions W. 

o 



2.1.2 Correlations, cumulants et fonction generatrice 

Definition 2.5 (Fonction de correlation) La fonction de correlation d'ordre n du pro- 
cessus, notee C(t\, . . . , t n ), est definie pour t\ ^ . . . ^ t n par 

C(t 1 ,...,t n ) = {x(ti)...x(t n ))= / dx 1 ...dx n Xi...x n W(x 1 ,ti;...;x n ,t n ). (2.10) 

Si deux temps coincident, on utilise (2.2), par exemple 

lim C(ti,t 2 ) = / dxi / dx 2 xix 2 lim W(xi,ti;x2,t 2 ) 

=W(xi,ti) S(xi-X2) 

= / dxi x\ W(xi,ti) 
Jn 

= (x 2 (h)), (2.11) 

et ainsi de suite. Les fonctions de correlation generalisent pour le processus stochastique la 
notion de moment d'une distribution de probabilite. 



2.1. INTRODUCTION 



25 



Une question importante est de savoir sur quelle echelle de temps les variables x(t±) et 
x{t 2 ) ont des correlations non triviales. Cette information est donnee par le comportement 
de la fonction d'autocorrelation. 

Definition 2.6 (Fonction d'autocorrelation) La fonction d'autocorrelation du proces- 
sus K(t\,t 2 ) est definie par 3 

K(h,t 2 ) = ^ (x(h) - {x(h)) ) (x(t 2 ) - (x(t 2 )) ) ^ = C(h,t 2 ) - C(ti) C(t 2 ). (2.12) 

Pour un processus stationnaire K(t±,t 2 ) = K(\t\ — t 2 \). Si K(\t\ — t 2 \) ~ lorsque 
1*1 —t 2 \> t c , alors t c est appele temps de correlation. Ainsi, lorsque \ti — ^2 1 > t c , on peut 
considerer que les variables aleatoires x(t±) et x(t 2 ) sont pratiquement independantes. 

Une notion importante est celle de fonction generatrice. Pour une variable aleatoire ordi- 
naire, la fonction generatrice permet d'obtenir les moments de la distribution par derivation. 
Rappelons-en la definition. 

Definition 2.7 (Fonction generatrice des moments) Soit une variable aleatoire x de 
distribution P(x) dont les moments sont (x n ) = J n dx x n P(x), alors on definit la fonction 
generatrice des moments G(z) par 

G{z) = Y,-Ax n )z n = (Y.^l-) = ¥ ZX )= / dxe izx P(x), (2.13) 

n=0 n! \n=0 ^ I Jr 

telle que les moments s 'obtiennent par derivation 

d n G(z 



dz r - 



= i n (x n ) . (2.14) 

z=0 



G(z) est done la transformee de Fourier de P(x). Cette derniere definition montre que 
l'information contenue dans l'ensemble des moments est equivalente a celle de la distribution 
de probabilite P{x). En effet, connaissant tous les moments (et sous des hypotheses de 
regularite des fonctions), il est possible de calculer P(x). Cette definition se generalise 
comme suit pour un processus stochastique. 

Definition 2.8 (Fonction generatrice des correlations) Soit f{t) une fonction test, 
alors on definit la fonction generatrice des correlations G(f) par 

oo 



G(f) = Y,-. [ dti . . . dt n f(h) . . . f(t n ) (x(h) . . . x(t n )) 

=C(ti,...,t n ) 



n=0 

= / e */ii <«*(*)/(*) \ , (2.15) 



3 Dans la litterature, on trouve souvent le terme fonction de correlation tronquee pour designer la fonction 
d'autocorrelation, tandis que la fonction de correlation est le moment d'ordre 2. Neanmoins, ces denomi- 
nations sont sujettes a confusion, et certains auteurs emploient le terme de fonction de correlation pour 
decrire la fonction de correlation tronquee. 



26 



CHAPITRE 2. PROCESSUS STOCHASTIQUES 



telle que les fonctions de correlation s'obtiennent par derivation fonctionnelle 

S n G(f) 



Sf(h)...Sf(t n ) 



= i n (x(t l )...x(t n )). (2.16) 



La relation (2.16) fait apparaitre l'operateur de derivation fonctionnelle, dont le symbole 
est jj^j- Sa propriete formelle essentielle est 

W) =s{t - t% (2 - i7) 

d'ou Ton etablit facilement (2.16) a partir de (2.15). 

Definition 2.9 (Cumulants) Les cumulants K(t\, ... ,t n ) sont definis par 

K(f) = In(G(/)) = Y J -. dh...dt n f(h) . . . f(t n ) K(h, t n ). (2.18) 

On peut exprimer les correlations en termes des cumulants, et vice-versa. Par exemple, 
on a 

C(h) = K(h) (2.19) 

C(h,t 2 ) = K(t 1 )K(t 2 ) + K(t 1 ,t 2 ) (2.20) 
C(h,t 2 ,t 3 ) = KitjKfah) + K(t 2 )K(t 1} t 3 ) + K{U)K(hM) 

+ K{h)K{t 2 )K{U) + K(t u t 2 ,t 3 ) (2.21) 



Pour montrer (2.19) a (2.21), posons 

K n = i n [ dt 1 ...dt n f(t 1 )...f(t n )K(t 1 ,...,t n ), (2.22) 

de sorte que 

°° K 

K(f) = \n(G(f)) = J2-r- (2-23) 

n=l 

Pour trouver les correlations, nous devons etablir une expression pour G(f) en fonction des 
K n connaissant celle de ln(G(/)), puis identifier cette serie avec celle (2.15) definissant les 
correlations. Ainsi, en developpant jusqu'au troisieme ordre 

G(f) = e l ^ G ^ 

(2.23) ^ + ^^ + ^^3+... 

Ki + —K 2 + — K 3 + 4 ( K\ + ->K 2 \ + + ... 

2! 3! 2! V 2! / 3! 

1 ,„ 1 



K x + ^(K 2 + K\) + - (K 3 + 3K t K 2 + Kf) + 

.•2 



i I dt l f{t l )K{t l ) + l - [ dhdhfit^fit^iKih^ + Kit^Kih)) 

+ l - [ dt 1 dt 2 dt 3 f(t 1 )f(t 2 )f(t 3 )(K(t 1 ,t 2 ,t 3 ) + 3K(h)K(t 2 ,t 3 ) 

+K(t 1 )K(t 2 )K(t 3 )) 
+ ... (2.24) 



2.2. PROCESSUS MARKOVIEN 



27 



Le resultat suit de l'identification terme a terme de cette serie (2.24) avec celle (2.15) qui den- 
nit G(f). On tient egalement compte du fait que les fonctions C(t\, . . . , t n ) et K(t±, . . . , t n ) 
sont symetriques sous l'echange de leurs arguments. On peut inverser les relations entre 
correlations et cumulants. Par exemple, on voit de (2.19) et (2.20) que K{t\,t2) n'est rien 
d'autre que la fonction d'autocorrelation du processus. Les cumulants generalisent done 
cette notion aux correlations d'ordre superieur. Les cumulants sont parfois appeles fonc- 
tions de correlation tronquees. 

Lemme 2.1 (Correlations en fonction des cumulants) La regie generate qui donne 
V expression de la fonction de correlation d'ordre n en termes des cumulants d'ordre k < n 
est la suivante. 

(i) Diviser {t±, . . . ,t n } de toutes les fagons possibles en union de sous-ensembles non 
vides (partitions). 

(ii) Associer une fonction K a chaque sous-ensemble. 

(Hi) Pour chaque partition, prendre le produit des fonctions K . 
(iv) Sommer sur toutes les partitions possibles. 
Ceci se formalise de la fagon suivante. Soit £1 = {t±, . . . , t n }, soit p le nombre de partitions 

de £1, soit fiW = U^=i la decomposition de Q selon la i eme partition comportant fcj < n 

(i) 

sous-ensembles notes A - et indices par j, alors 

p ki<n 

cm = £ n K ( A T) ■ ( 2 - 25 ) 

i=l j=l 

2.2 Processus markovien 

2.2.1 Definition et exemples 

La classe des processus stochastiques definie par les seules conditions (i)-(iv) de la de- 
finition 2.1 des probabilites absolues est tres vaste. Pour que le concept de processus sto- 
chastique soit utile, il est necessaire de specifier des conditions supplementaires. 

Definition 2.10 (Processus de Markov) Le processus est dit de Markov 4 " (ou marko- 
vien) si les probabilites conditionnelles ont V t± < t-2 < ■ ■ ■ < t n la propriete 

P(x 1 ,t 1 ;x 2 ,t 2 ; . . . ;x n -i,t n — 1 1 2-71) t n ) = P(x n -i,t n -i\x n ,t n ). (2.26) 

Une telle definition equivaut a dire que l'evenement {x n ,t n } ne depend que du prece- 
dent {x n -±, t n -±}. On dit de fagon imagee que le futur est independant de l'histoire du 
systeme, ou encore que le processus est sans memoire. En fait, le caractere markovien (ou 
approximativement markovien) d'un processus physique est une question delicate, comme 
nous le verrons dans l'exemple du mouvement brownien et dans d'autres situations. 

Lemme 2.2 La seule donnee de W(x,t) et de la probabilite de transition de Markov 
P(xi,ti\x2,t2) determine entierement le processus stochastique de Markov. 

4 Du nom du mathematicien russe Andrei Andreievitch Markov (1856-1922). II a notamment demontre 
les inegalites de Tchebychev, et affine la preuve du theoreme limite central. Pour etudier la loi des grands 
nombres, il introduit les chaines ou processus de Markov. 
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Preuve De la definition 2.2 on sait que le processus stochastique est defini par la donnee 
des fonctions W. De plus, nous avons montre a la fin de la section 2.1.1 que les W etaient 
entierement determines par la donnee de W(xi,t\) et des probabilites conditionnelles P. 
En appliquant la definition du processus de Markov sur P equation (2.9) on a 

W(xi,h; ...;x n , t n ) = W(xi,t 1 )P(xi,t 1 \x2,t2)P(x2,t2\x 3 ,t 3 ) . . . P(x n _i 

(2.27) 

ce qui acheve la preuve car on constate que les deux fonctions W(x,t) et P (xi,ti\x2,t 2 ) 
determinent tous les W. Reciproquement, si les W sont de la forme (2.27), on voit de la 
definition (2.4) que la propriete de Markov est verifiee. ■ 



Montrons que tout mouvement deterministe jouit de la propriete de Markov. 

Exemple 1 (Equation deterministe) Considerons Pequation differentielle de premier 
ordre x(t) = F (x(t)). 5 Soit <f>(xo,t — to) le not de Pequation donnant la trajectoire x(t) = 
<f)(xo,t — to) correspondant a la condition initiale x(to) = xq. Choisissons des points de 
cette trajectoire, par exemple {xo, to; x±,ti;X2, t2! • • • ; x n , t n }. Etant donne que la condition 
initiale determine completement la solution, on a 

xi = 0(x o ,*i-*o), (2-28) 
x 2 = (t>{xo,t 2 - t ) = (f>(xi,t 2 - h), (2.29) 

x n = <f>(x ,t n -t ) = (/>(x n -i,t n -t n -i). (2.30) 




x 



FlG. 2.3 — Trajectoire deterministe et points x% = x(U),i = 1, . . . ,n. 

Puisque la particule partant de {xo,£o} P a sser avec certitude par tous les points 
{xi,U}™ =1 on a par definition 

W(xi,ti; . . . ;x n ,t n ) = 5 (xi - 4>(x , h - t )) 6 (x 2 - 4>(x , t 2 - t )) x 

x 5 (x 3 - 0(x o , *3 - t )) ...S(x n - (f)(xo, t n - to)) ■ (2.31) 

En utilisant (2.28) a (2.30) dans (2.31) on a 

W(xi,ti; . . . ;x n ,t n ) = 5 (xi - (/>(x ,ti - t )) 5 (x 2 - (f>(x 1 ,t 2 - h)) x 

x 5 (x 3 - 4>(x 2 , t 3 - t 2 )) ...S(x n - <f>(x n -i,t n - t n -i)) . (2.32) 

5 I1 n'y a pas de restriction a la generality car toute equation differentielle d'ordre superieur peut se 
reduire a un systeme differentiel de premier ordre (x(f) est alors un processus vectoriel). 
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Si Ton definit 

P(x 1 ,t 1 \x 2 ,t 2 ) = S(x 2 - (f>(xi,t 2 - h)) , (2.33) 
W{ Xl M) =S( Xl - <f>(x , h - t )) , (2.34) 

alors en inserant (2.33) et (2.34) dans (2.32) on obtient 

W(xi,ti; . . .;x n ,t n ) = W(x 1 ,t 1 )P(x 1 ,t 1 \x 2 ,t 2 )P(x 2 ,t 2 \x 3 ,t 3 ) . . . P(x n -i 

(2.35) 

ce qui est l'equation (2.27) et le processus est entierement determine par la donne de 
W(xi,t\) et de P(xi,t±\x 2 ,t 2 ), par consequent le processus est de Markov. 

La mecanique est done un processus de Markov vectoriel en considerant le couple 
{q(t),p(t)} solution des equations canoniques 

q(t) = ^H(q,p), (2.36) 

p(t) = -—H(q,p), (2.37) 

avec conditions initiales q(0) = qo et q(0) = vq. Si l'on ne considere que le processus q(t) 
sans tenir compte de p(t), le processus mecanique perd la propriete de Markov car la seule 
donnee de la position ne determine plus la trajectoire. D'une maniere generale, il se peut 
qu'un processus devienne markovien en adjoignant des variables, ou qu'il perde cette pro- 
priete en supprimant des variables. II est done important de preciser pour quelles variables 
la propriete de Markov est valable. De plus, si les conditions initiales qo et vo sont statis- 
tiquement distributes , le mouvement devient authentiquement aleatoire et la propriete de 
Markov est egalement perdue, voir Pexemple 2. o 



Exemple 2 (Mouvement brownien) Supposons un mouvement brownien sans champ 
de force. On considere les deplacements successifs (xk—Xk-i) de la particule et on observe a 
Pechelle de temps r de resolution des mesures que ces deplacements sont independants lors- 
qu'on en fait la statistique. La probabilite conditionnelle d'une succession de deplacements 
debutant en {xi,t\\ est alors de la forme 

rj/ , I , . x W(x 1 ,t 1 ;...;x n ,t n ) 

P{xi,t 1 \x 2 ,t 2 ;...;x n ,t n ) = — — 

W(xi,ti) 

= F(x 2 - xi,t 2 - h; x 3 - x 2 , t 3 -t 2 ;...;x n - x n -i,t n - i n _i) 

n-l 

= \{F{x l+1 -x l ,t i+1 -t i ). (2.38) 
i=i 

La seconde ligne exprime l'invariance de P(x±, ti\x 2 , t 2 ; ... ;x n ,t n ) sous les translations 
d'espace et de temps. La factorisation (2.38) resulte de l'independance statistique de ces 
deplacements pour des intervalles de temps suffisamment grands (tj+i — U > r), et montre 
que W(xi,ti; . . . ;x n ,t n ) est precisement de la forme (2.27). A l'echelle de resolution r, le 
processus peut done etre considere comme markovien. Un tel processus est dit a increments 
independants ». 

Remarquons encore que la propriete de Markov ne peut pas etre rigoureusement sa- 
tisfaite dans une echelle de temps microscopique, en particulier a cause du phenomene de 
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{xi,h} 



{x n — i , t n — i } 




{^3,^} 



FlG. 2.4 — Mouvement brownien et echelle de temps microscopique (trait fin) et macroscopique (trait 
epais). Sur des temps suffisamment longs, la probabilite de deplacement de la particule situee en {xk,tk} 
ne depend pas des deplacements anterieurs, ce qui valide les hypotheses de Markov. 



recollision. Les chocs que subit une particule donnee dependent de toute son histoire an- 
terieure. En effet, supposons qu'en to la particule a entre en collision avec la particule b. 
Cette derniere est alors deviee de sa trajectoire et subit par exemple un choc en t\ avec 
une particule c. Au temps t2, la particule b entre a nouveau en collision avec la particule 
a, et done ce dernier choc subit par a est la consequence directe d'une collision qui s'est 
passee avec b en to, soit deux pas de temps avant cette derniere collision. Par consequent, 
la propriete de Markov n'est pas verifiee pour le mouvement de la particule a. 




FlG. 2.5 — Phenomene de recollision qui montre que la propriete de Markov n'est formellement pas verifiee 
pour le mouvement brownien. En effet, la particule a subit une seconde collision avec b qui est la consequence 
directe de sa trajectoire plusieurs pas de temps auparavant. 

Par contre, le mouvement brownien peut approximativement heriter de la propriete de 
Markov si l'on considere des collisions "fraiches", e'est-a-dire toujours avec des nouvelles 
particules qui n'ont pas ete affectees par la trajectoire anterieure de la particule test. Ceci 
est par exemple le cas pour des fluides suffisamment homogenes et dimes. 
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Analyse du mouvement brownien du point de vue de la mecanique et relation 
avec le concept de processus stochastique. Supposons N particules de masse m en 
interaction avec une particule de masse M (la particule brownienne), de coordonnees Ui(t), 
i = 1, . . . , N et X(t) respectivement. Donnee une condition initiale 

yi{h) = yl Ut ) = vl x(t ) = x°, x(t ) = v°, 

les equations de Newton permettent en principe de calculer la position de la particule 
brownienne X(t) = X (t, {yf,vf; comme fonction des conditions initiales. Si ces 

dernieres ne sont pas precisement connues, l'idee est d'analyser X(t) comme processus 
stochastique : les motivations sont doubles. 

(i) Meme si les conditions initiales etaient connues, la trajectoire X (t, vf;X°, U }) 
apparait comme tres erratique, bien que deterministe. On a avantage a la decrire par 
des outils probabilistes. 

(ii) L'incertitude sur les conditions initiales donne un caractere probabiliste authentique 
a X(t). 

Cet exemple montre que le processus peut etre considere comme dependant d'une variable 
aleatoire sous-jacente lo = v®; X°, F } (les conditions initiales), c'est-a-dire que les 
differentes realisations du processus brownien sont indexees par les valeurs de ui, et on les 
notera X(t,co). Supposons que l'on connaisse exactement la condition initiale oj de toutes 
les particules, alors, comme dans l'exemple 1, les distributions jointes sont 

Wuixuh; ...,x n ,t n ) = 5 (si - X(t!,u)) ...5(x n - X{t n , to)) . (2.39) 

Mais comme nous l'avons vu, la connaissance parfaite des conditions initiales n'est pas 
possible, done il est necessaire d'introduire la distribution de conditions initiales /jl(uj). 
Les distributions jointes du processus avec conditions initiales aleatoires sont obtenues en 
ponderant (2.39) avec fi(u) 

W(xi,ti;...,x n ,t n ) = J du; fi(u;)W u (xi,ti; . . . ,x n ,t n ) 

J du>ii{uj)8{x 1 -X{t 1 ,uj))...8{x n -X{t n ,u)). (2.40) 



(2.39) 



On verifie que W(x\, t\; . . . , x n , t n ) defini par (2.40) satisfait aux points (i) a (iv) de la 
definition 2.1 page 22 des les probabilites absolues, et done leur donnee definit un proces- 
sus stochastique, mais ce processus, maintenant decrit a l'echelle de temps t c des collisions 
microscopiques, ne jouit plus de la propriete de Markov. Un theoreme general du a Kolmo- 
gorov assure que toute famille de probabilites absolues satisfaisant les points (i) a (iv) de la 
definition 2.1 peut se mettre sous la forme (2.40) a l'aide d'une indexation adequate ui des 
realisations. Toutefois, l'espace O des evenements u> est alors abstrait, et n'a pas toujours 
une interpretation aisee. o 



Les exemples precedents montrent que l'attribution de la propriete de Markov a un 
processus est delicate. Elle depend du choix des variables stochastiques et de l'echelle des 
temps d'observation. Dans les exemples proposes dans la suite du cours, on admettra que la 
propriete de Markov conduit a une description acceptable du phenomene physique considere. 
Ce point reste toujours sujet a caution et peut etre invalide par des observations plus fines. 
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2.2.2 Equation de Chapman-Kolmogorov 



Definition 2.11 (Equation de Chapman-Kolmogorov) Soit un processus stochastique 
de Markov, alors la probability de transition P(x±, ti\x2, t 2 ) et la distribution W(x,t) satis- 
font 



P(xi,iib 3 ,i 3 ) = / dx 2 P(x 1 ,t 1 \x2,t 2 ) P(x2,t 2 \x 3 ,t 3 ) 



W(x 2 ,t 2 ) = / dxiW , (xi,ti)P(xi,ti|x 2 ,t2)- 



(2.41) 



(2.42) 



L'equation (2.4-1) est appelee equation de Chapman-Kolmogorov. 



Preuve 

(i) Preuve de l'equation (2.41). Soit un processus de Markov, alors 

W(xi, h; x 2 , t 2 ; x 3 ,t 3 ) = W(x 1 ,t 1 )P(xi,t 1 \x 2 ,t 2 )P(x 2 ,t 2 \x 3 , t 3 ). (2.43) 
En integrant (2.43) sur x 2 on a 

J dx 2 W(x 1 ,t 1 ;x 2 ,t 2 ;x 3 ,t 3 ) = W(xi,ti) J dx 2 P(x 1 ,t 1 \x 2 ,t 2 )P(x 2 ,t 2 \x 3 ,t 3 ). 

(2.44) 



=W(x 1 ,t 1 ;x 3 ,t i ) 
--W(x 1 ,t 1 )P(x 1 ,t 1 \x3,t3) 



En simplifiant les deux cotes de (2.44) par W(xi,ti), on obtient (2.41). 
(ii) Preuve de l'equation (2.42). Soit un processus de Markov, alors 

W{x 1 ,t 1 ;x 2 ,t 2 ) = ^(xi,ti)P(x 1 ,t 1 |x 2 ,t 2 ). (2.45) 

En integrant (2.45) sur x\ on a 

J dx 1 W(x 1 ,t 1 ;x 2 ,t 2 ) = J d Xl W( Xl M)P{xi, h\x 2 ,t 2 ), (2.46) 

V v ' 

=W(x 2 ,t 2 ) 
ce qui est bien l'equation (2.42). 



L'equation de Chapman-Kolmogorov (2.41) s'interprete de facon intuitive comme suit. 
Le processus initie en {x±, t\} atteint l'etat {2:3^3} en passant par l'un quelconque des etats 
x 2 en t 2 . Ainsi, l'integration sur x 2 represente la somme sur toutes les facons possibles au 
temps t 2 pour atteindre x 3 au temps t 3 . 

Tout processus de Markov livre deux fonctions P(x±, t±\x 2 , t 2 ) et W(x,t) satisfaisant 
(2.41) et (2.42). Reciproquement, toute paire de telles fonctions normalisees, c'est-a-dire 
satisfaisant J R dxW (x,t) = 1 et f dx 2 P(xi, t±\x 2 , t 2 ) = 1, definit par l'intermediaire de 
(2.27) un processus stochastique de Markov. 

Dans la pratique, le physicien dit qu'une evolution a un caractere markovien des qu'il est 
capable de la decrire par une probabilite de transition satisfaisant a l'equation de Chapman- 
Kolmogorov. Cela ne suffit pas pour dire que le processus est markovien au sens mathema- 
tique : pour cela il faut encore verifier l'equation (2.26) pour tous les n. Une telle verification 
n'est en general pas possible experimentalement. 
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Definition 2.12 (Processus de Markov homogene) Un processus stochastique de Mar- 
kov est dit homogene (dans le temps) si 
(i) P(x 1 ,t 1 \x 2 ,t 2 ) = P(x,0\x 2 ,t 2 - h). 

Definition 2.13 (Processus de Markov stationnaire) Un processus stochastique de Mar- 
kov est dit stationnaire si 

(i) P(x ll t 1 \x 2 ,t 2 ) = P(x,0\x 2 ,t 2 - ti) 

(ii) W(x,t) = W(x). 

II est clair qu'un processus stationnaire est homogene, mais la reciproque n'est pas vraie. 

2.2.3 Loi de semi-groupe 

Pour un processus de Markov homogene, il est commode de considerer 

P( Xl \x 2 ,t) = ( Xl \T t \x 2 ) (2.47) 

comme les "elements de matrice" d'un certain operateur T qui agit sur les distributions de 
probability p(x). L'equation de Chapman-Kolmogorov (2.41) devient en tenant compte de 
la propriete de homogeneite 

P( Xl \x 3 ,t 3 - h) = J dx 2 P(x 1 \x 2 ,t 2 -t 1 )P(x 2 \x 3 ,t 3 -t 2 ). (2.48) 

En posant t 2 — t\= T\ et t% — t 2 = t 2 , (2.48) devient 

P(x 1 \x 3 ,t 1 +t 2 ) = J dx 2 P(x 1 \x 2 ,T 1 )P(x 2 \x 3 ,T 2 ). (2.49) 

Ceci se reecrit en adoptant la notation operatorielle (2.47) 

(xi|r ri+T2 |x 3 ) = J dx 2 (xi\T Tl \x 2 ) (x 2 |T r2 |x 3 ) , (2.50) 

ou encore pour les operateurs 

= T T1 ■ T T2 , ti > 0, r 2 > 0, T = 1 (2.51) 

ce qu'on appelle loi de semi-groupe car on a une representation de l'addition r = T\ + t 2 
sur l'axe positif uniquement. La relation de normalisation s'ecrit 



/ 



dx 2 { Xl \T T \x 2 ) = 1. (2.52) 



Si le processus est stationnaire, alors dans cette notation l'equation (2.42) donne bien evi- 
demment 

/ dxi W(xi) <xi|T T |x 2 ) = W(x 2 ), (2.53) 



c'est-a-dire l(x) = 1 et W(x) sont des vecteurs propres de T T a droite et a gauche respec- 
tivement 

T T l(x) = 1, W(x)T T = W(x), (2.54) 
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pour un processus de Markov stationnaire. 

On introduit encore le generateur du semi-groupe de Markov par 



G = — lim 



(2.55) 



et en utilisant e Gr = I — Gt + O (r 2 ) et la loi de semi-groupe (2.51) on obtient 



Tr = Jim T t/n ■ ■ ■ T t/n = lim ( I - — J = 



-Gr 



(2.56) 



qui satisfait a 



— T T = —GT T . 



(2.57) 



En particulier on retrouve a partir de (2.57) l'equation de diffusion (1.17) en posant 

d 2 



G = -D 



dx 2 ' 



(2.58) 



qui est le generateur du semi-groupe de diffusion. 



Analogie avec l'equation de Schrodinger. L'operateur devolution d'un systeme quan- 
tique est 

(2.59) 



ou H est l'hamiltonien du systeme. II satisfait a 



ih—U t = HU t . 
at 



Pour une particule libre 



H = Hn 



2m dx 2 



(2.60) 



(2.61) 



La forme mathematique des lois (2.56) et (2.59) est la meme si on identifie G a H/h et 
t a it. Neanmoins, la difference fondamentale provient du facteur purement imaginaire i de 
l'equation de Schrodinger (2.60), ce qui a comme consequence que l'operateur devolution 
Ut defini par (2.59) satisfait a la propriete de groupe par rapport a l'addition des temps 
positifs et negatifs (et non plus la propriete de semi-groupe seulement). 

Les differences entre la mecanique quantique et ce formalisme des processus stochas- 
tiques markoviens faiblement stationnaires peut etre exprimee comme suit. 

T T regit revolution irreversible de la distribution de probability d'une quantite macro- 
scopique. 

Ut regit revolution reversible de V amplitude de probability d'un objet micro scopique. 
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2.3 Processus gaussien 

2.3.1 Definition, correlations et fonction generatrice 

Definition 2.14 (Processus gaussien) Un processus stochastique x(t) G R est dit pro- 
cessus gaussien de moyenne nulle si tous les W{x\,t\;...;x n ,t n ) sont des distributions 
gaussiennes normalisees en les xi, . . . ,x n pour chaque choix de t±, . . . ,t n , c'est-d-dire 



W( Xl , h; t n ) = (det A) 1 ' 2 e^"^ x ^ 

(2vr) n/2 



(2.62) 



avec A G M n (R) une matrice n x n reelle Aij £ R ; symetrique A^ = Aji, inversible 

•3= 



det A 7^ 0, strictement definie positive Y17j=i x i^ij x j > 0- 



Une consequence des proprietes de A donnees dans la definition 2.14 est que A est 
diagonalisable avec toutes ses valeurs propres Aj strictement positives. A depend du choix 
des temps t\, . . . ,t n . Nous allons expliciter cette dependance. 

Lemme 2.3 (Transformee de Fourier de W) La transformee de Fourier des probabili- 
ty absolues W(xi,t±; . . . ;x n ,t n ) est donnee par 

W[k u h; ■ ■ .;k n ,t n ) = e -* E "*= lki ( A ~% ki . (2.63) 



Preuve Notons (k|x) = Yli=i ^ iXi ^ e P r °duit scalaire usuel, et (x|A|x) = Y17j=i x i^ij x ji 
alors 

W(k 1 ,t 1 ;...;k n ,x n ) = [ dx 1 ...dx n e i ^ x '>W(x 1 ,t 1 ;...-x n ,t n ) (2.64) 

(2.62) (det AjW I ^ ... dXne ,( k |x) e -I(x|A|x)_ (265) 

On sait que toute matrice symetrique reelle peut etre diagonalisee par un changement de 
base x = O ■ y ou O est une matrice orthogonale O 1 = O*, det(O) = 1. Soit D = 
O 1 ■ A ■ O = {Ai<5jj}" J=1 la diagonalisation de A de valeurs propres Aj > 0. Avec le 
changement de variables x = O • y (le Jacobien etant J = 1), l'equation (2.65) devient 

W( kl , tl ;...;k n ,x n ) = / dy^.-dy^^e-^o-A-oly) 

= (det wf fr / dye^-^e-*^. (2.66) 
En utilisant la relation generale (1.15) de la page 6, l'equation (2.66) devient 



~ (det A) 1/2 -A- f2vrW 2 1 ( ° k) -' 

vm, ;<=,„*„) = <2^rj ™. 'T. (2.67) 
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En utilisant l'invariance par similitude du determinant det A = Ylj = i Aj, on obtient finale- 
ment 



= g-^klO-O-LO^k) 

= e -i(k|A-i|k) ) 

ce qui est la meme equation que (2.63), et done acheve la preuve. 



(2.68) 



Lemme 2.4 (Correlations d'un processus gaussien) Les correlations d'un processus 
s'obtiennent par 



(x(ii) . ..x(t n )) 



1 d 



i n dki dk n 



W(k 1 ,t 1 ; . . . ;k n ,t n ] 



fc,=0Vi 



(2.69) 



Preuve (Lemme 2.4) II suffit de constater que 

(x(ti) . . . x(t n )) = \ dx 1 ...dx n x 1 ...x n W(x 1 ,t 1 ;...;x n ,t n ) 
1 d d 



i n dk 



-...J-/ dx 1 ...dx„e i < k l x %(x 1 ,ti;...;x n ,t n ) ,(2.70) 
l ok n Jn™ fc,=ovi 



(2.64)- 



W(ki,ti;...;k„,x n ) 

ce qui est bien la meme equation que (2.69), et par consequent acheve la preuve. ■ 

Dans le cas d'un processus gaussien (de moyenne nulle), on appelle covariance du pro- 
cessus sa correlation a deux temps C(t\,t2), et on a 



C(t i ,t j ) = (x(t i )x(t j )) = {A- 1 ).. 



(2.71) 



L'expression de la covariance C(ti,tj) = (x(ti)x(tj)} = (A x ) . . s'obtient aisement a 
partir du lemme 2.4. En effet, de (2.69) et (2.63) on a 



dki dkj 



2dk~ 



1 \^ n 

e 2 



lk=o 

n 



l,m=l 

l,m=l 
1 n 

+ 9 E ( A_1 )hn(<^ + M 



k=0 



k=0 



Z,m=l 



E (<^'*W + Mi,mO e-^IUiM*" 1 ),™*™ ^ (2.72) 
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En posant k = 0, seul le premier terme de (2.72) est non nul, done 

1 n 



2 

Lm=l 



2 

= (A- 1 ) lJ - (2.73) 

Ce resultat montre que la covariance determine tous les elements de matrice A^ 1 , et done 
A. Ainsi, le processus est entierement determine par sa covariance. Par consequent, on 
conclut que la covariance determine egalement toutes les correlations superieures a 2. Le 
resultat est donne par le theoreme suivant. 

Theoreme 2.1 Soit un processus gaussien, alors 

{ ^2{ x ( t Pi) x ( t P2))---{ x ( t Pn-i) x ( t Pn))^ npair, 
{x(h) . . . x(t n )) = I V {n) (2.74) 

^ 0, n impair. 

La somme s'etend sur toutes les partitions V{n) de 1, ...,n en k = n/2 paires. II y a 
(2k - 1)!! = 1 ■ 3 ■ 5 ■ . . . ■ (2k - 1) = termes. 

Nous ne procedons pas a la preuve generale du theoreme 2.1, mais plutot a une ve- 
rification. Par exemple, pour la correlation d'ordre 4, on applique 1 'Equation (2.69) et en 
reprenant le passage intermediaire (2.72) on trouve apres quelques calculs 

(x(h)x(t 2 )x(t 3 )x(U)) = (x(h)x(t 2 )) (x(t 3 )x(t 4 )} + (x(h)x(t 3 )) (x(t 2 )x(U)) 

+ (x(h)x(U)) (x(t 2 )x(t 3 )) . (2.75) 



Remarque Les correlations des champs libres quantiques obeissent aux memes relations 
(2.74), qu'on appelle dans ce cas theoreme de Wick. o 



Lemme 2.5 (Fonction generatrice d'un processus gaussien) La fonction generatrice 
G(f) d'un processus gaussien est 



G(f) = Iu2 dt ^- dt 2 fih) f(t 2 )c(h,t 2 ) ^ (2.76) 



Preuve (Lemme 2.5) En inserant la valeur des moments donnee par (2.74) dans la 
fonction generatrice (voir la definition 2.8 page 25), et en se souvenant que les moments 
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impairs sont mils done n = 2k, k = 0, 1, . . ., on obtient 

G (f) = E ~, f dt l--- d tn f(tl) • • • /(*„) (X(h) . . . X(t n )) 
00 -2k r 

fc=0 ^ • 7lR2fc P(2fc) 

00 j2k / r \k 



k=0 v ' P(2fc) 



.(2k)! 
k\2 k 



E W ^ /(*2) C(tl, t 2 ) 



e - 1 / R a dti dta /(ti ) /(*a ) C(ti ,t 2 ) _ ( 2 . 77) 



Lemme 2.6 (Cumulants d'un processus gaussien) Les cumulants d'un processus gaus- 
sien de moyenne nulle sont donnes par 

K(t 1 ,...,t n ) = ! [ 1 = 1 (2.78) 

Preuve (Lemme 2.6) Par la definition (2.18) des cumulants on a 

K(f) = ln(G(/)) = [ dt 1 ...dt n f(t 1 )...f(t n )K(t 1 ,...,t n ) (2.79) 

f dt 1 dt 2 f(t 1 )f(t 2 )C(t 1 ,t 2 ). (2.80) 

J SI? 



n=l 
(2.76) 1 

~2 



Par comparaison de (2.79) et (2.80) on en tire que seul le cumulant K(t\,t 2 ) = C(t\,t 2 ) est 
non nul. ■ 

Les relations (2.74), (2.76) ou (2.78) sont des caracterisations equivalentes d'un processus 
gaussien. 

Lemme 2.7 (Transformation lineaire) Un processus obtenu par transformation lineaire 
d'un processus gaussien est encore gaussien. 

Preuve (Lemme 2.7) En effet si par exemple y(t) = f n ds L(t, s)x(s) ou x(t) est gaus- 
sien et L(t, s) un noyau integral, tous les cumulants d'ordre 3 et superieur du processus 
y(t) sont des combinaisons lineaires des cumulants du processus x(t) d'ordre 3 et superieur, 
done tous nuls. ■ 
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Definition 2.15 (Processus gaussien stationnaire) Pour un processus gaussien sta- 
tionnaire {x(ti)x(t2)) = Cfa—ti) ne depend que de la difference des temps. Un tel processus 
est done entierement defini par la donnee d'une fonction C(t) definie positive. 

Nous laissons le lecteur generaliser les formules aux processus gaussiens de moyenne non 
nulle. Si (x(t)) / 0, on envisage alors x(t) — (x(t)) qui est gaussien de moyenne nulle, la 
covariance s'identifie a la fonction d'autocorrelation K(t\,t2). 

Nous avons defini deux classes importantes : processus markoviens et processus gaus- 
siens. Le theoreme de Doob caracterise la classe des processus (stationnaires) qui jouissent 
simultanement de ces deux proprietes. Nous le demontrons dans le cas scalaire par un calcul 
elementaire. II reste vrai quand le processus est vectoriel. 

2.3.2 Theoreme de Doob 

Theoreme 2.2 (Doob) Un processus gaussien stationnaire est markovien si et seulement 
si sa fonction d'autocorrelation est exponentielle. 

Preuve La distribution stationnaire W(x) est gaussienne 6 W(x) = -J=e~z x2 . 

=>■) Puisque le processus est gaussien stationnaire, la probability de transition a ne- 
cessairement une forme gaussienne, que Ton peut ecrire en general comme 



ou a, b, c, d sont des fonctions de r. La condition de normalisation J R dy P(x, 0\y, r) = 




(2.81) 



1 implique 




= 1 



Vx, 



(2.82) 



d 



i - 

ou 



a = — 

c 




(2.83) 



et la condition de stationnarite (2.42) J R dx W(x)P(x, 0\y, r) = W(y) implique 





1 



(2.84) 



W(y) 



6 Pour la simplicite, on prend ici sa covariance egale a 1 et on suppose que le processus est de moyenne 



nulle. 



CHAPITRE 2. PROCESSUS STOCHASTIQUES 



d'ou 



b 2 1 , la + 1/2 



En resolvant (2.83) et (2.85) par rapport a c on trouve 



a = c- 1/2, 6 = y/c{c- 1/2), d=\/z- ( 2 - 86 ) 
Ceci conduit apres insertion de (2.86) dans (2.81) 



P(x,0\y,r) = \l-e 



VMi-7 2 ) 



e ^0^), (2.87) 



ou on a encore pose 



L'ecart quadratique moyen est done a = 1 — r y 2 . II reste a donner la signification de 
7. Pour ceci, considerons la fonction d'autocorrelation pour un processus de moyenne 
nulle. 

(x(O)x(r)) = / dxdy sj/ W(x)P(x, 0|y,r) 

1= / dxdyxye-(( a+1 / 2 ) :E2 " 2 ^ +CJ ' 2 ) 

27T J]R2 

!i JL* / dxd 

• 2 (36 7^2 



2tt: 

did/ vr 2 \ 1/2 



v^f2 db \(a + l/2)c-b 2 

d HF b 

2 V 2 {{a + l/2)c _ b 2f2 



(2.86) _ jc - 1/2 
(2.88) 



C 

7. (2.89) 



7(7") est done la fonction d'autocorrelation du processus. 

Utilisant les relations de Chapman-Kolmogorov dans le cas homogene, nous avons 
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pour n , T2 > 

. ("2.89") /" . . . _ . . . 

, Tl + T 2 



(2 89) f 

7(ti+t 2 ) = / dxdy W(x)P(x, 0|y, - 

(2 = ] [ dxdy xyW(x) f d?P(x,0|z,ri)P(^0|y,7>2) 

= / dx dz x W(x)P(x, 0|z, ti) / dy y P(^, 0\y, r 2 ) 

7(^2) / dx dz x z W(x)P(x, 0\z, t\) 
Jn 2 



® 



( = 9) 7(ti)7(t 2 ). (2.90) 
L'egalite ® resulte de 

(y)= [ dyyP(z,0\ y ,T 2 ) {2 = ] -±= [ dyy Q - (j ^= 1 z. (2.91) 
Jr V2vrcr Jr 

Seule la fonction exponentielle possede la propriete (2.90), il existe done un nombre 
C 6 R tel que (x(O)x(r)) = 7(r) = e^^* 1 ". C est positif pour que P(x, 0|y,r) atteigne 
la distribution d'equilibre W(y) lorsque r — ► 00. 

=) Reciproquement, si le processus gaussien stationnaire avec fonction d'autocorrela- 
tion (covariance) exponentielle, il est identique (a une transformation d'echelle pres) 
au processus d'Ornstein-Uhlenbeck, lequel possede la propriete de Markov (voir la 
section 3.2.2). 



Chapitre 3 

Processus markoviens diffusifs 



3.1 Equation de Fokker- Planck 

Nous allons presenter des specialisations de l'equation de Chapman-Kolmogorov pour 
des processus markoviens homogenes qui sont tres utiles pour decrire diverses situations 
physiques. Dans ce qui suit, on considere les processus de Markov continus. lis sont dits 
diffusifs, dans le sens ou la theorie developpee permet de generaliser la notion de diffusion 
brownienne a une large classe de systemes. Les processus a valeur discrete seront traites 
dans le chapitre suivant. 

A titre de motivation reprenons le mouvement brownien, et calculons les moments du 
deplacement de la particule a partir d'une position initiale xo au temps to = 0. Selon la 
relation (1.24) ces moments valent 1 








k = 1 



C(k) x < 



2Dt, 
(2vrt) fe / 2 



k = 2 




k > 3 



v. 



ou C(k) peut etre calcule par 




n pair, 



n impair. 



(3.2) 



Le caractere diffusif se traduit par le fait que ((Ax) 2 ) est de l'ordre t et les mo- 




1 Si to / 0, il suffit de remplacer partout t par t — to- 
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Definition 3.1 (Processus diffusif) Un processus de Markov homogene est diffusif s'il 
existe deux fonctions a(x) et b(x) telles que la probability de transition P(xo\x,t) satisfait 



(i) (Ax) 



Xo 



J R dx (x — xo)P{xq\x, t) 



t~0 



(ii) ((Ax) 2 ) = f n dx(x-x ) 2 P(x \x,t) *=° b(x )t + O (t a ) , a>l, 



a(x )t + 0(t a ), a > 1, 



Xo 

(iii){(Ax) k ) XQ = J n dx(x-x ) k P(x \x,t) = l 



t~0 



0(t a ), a > 1, k>2. 



Les fonctions a(x) et b(x) s'appellent respectivement fonction de derive et fonction de 
diffusion du processus. 

On va montrer que P(xo\x,i) obeit a une equation differentielle de second ordre, I 'equa- 
tion de Fokker-Planck 



%-P(x \x,t) = ~(a(x)P(x \x,t)) + l^(b(x)P(x \x,t)), 
at ox '2 ox z ' 



(3.3) 



avec condition initiale P(xo|x,i = 0) = 5(x — Xq). 



Preuve Le processus etant de Markov homogene, l'equation de Chapman-Kolmogorov 
pour un instant t + At donne 

P(x \x,t + At) = [ dyP(x \y,t)P(y\x,At). (3.4) 

On est conduit a examiner P(y\x, At) pour un temps At infinitesimal auquel on va appliquer 
les conditions (i)-(iii). On cherche a etablir une equation differentielle pour P(xo\x,t). Soit 
<j){x) une fonction infiniment differentiable a support compact, alors en multipliant les deux 
membres de (3.4) par 4>{x) et en integrant sur x 

/ dxP(x \x,t + At)cf>(x) = dy dxP(x \y,t)P{y\x,At)<p(x). (3.5) 
Jr Jr Jr 

La variable d'integration du membre de gauche etant muette, on y fait la substitution 
x — > y. En reordonnant l'ordre des termes du membre de droite on a 

f dyP(x \y,t + At)<f>(y)= [ dyP(x \y,t) [ dxP{y\x, At)cf>(x). (3.6) 
Jr Jr Jr 

Etant donne que At est infinitesimal et que limAt-+o P(y\ x i At) = 8{x — y), seules les valeurs 
de x proches de y contribuent a la derniere integrale. On peut done faire un developpement 
limite de <f>{x) en x = y, ainsi 

/ dyP(x \y,t + At)(f>(y) A ~° / dyP(x \y,t) [ dxP(y\x,At)x 

x ( <j>(y) + (x- y)4>'(y) + \{x - y) 2 ^"(y) + 0((x- yf)^j 
° J^dyP(x \y,t)(^(y) + <f>'(y)a(y)At + ^" (y)b(y) At 

+0((At) a )). (3.7) 



At- 
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Pour le dernier passage, on a utilise les conditions (i) a (iii) de la page 44 avec xq = y. En 
reordonnant les termes de (3.7) et en prenant la limite At — > on obtient 



^ dy 4>(y) (P(x \y, t + At) - P(x y, t)) = dy P(x \y, t) (^'(y)a(y) + (y)b(y)j . 

(3.8) 



At =°J M dy4>(y)^P(x \y,t) 



Integrant par parties le membre de droite 

J R A y^y)Qi p ^\y,t) = J n *v<Kv) [~^{a(y)P(x \y,t)) + -—( b ( y )p(x \y,t)) 

relation valable pour toute fonction cf>, ce qui etablit l'equation de Fokker-Planck (3.3) et 
acheve la preuve. ■ 



Remarques 

(i) L'equation de Fokker-Planck est done definie par la fonction de derive a(x) qui ca- 
racterise un mouvement de type balistique, et la fonction b(x) > qui, elle, caracterise 
la diffusion. 

(ii) L'equation de Fokker-Planck est dite lineaire si 2 

a(x) = a± + C12X, b(x) = b, (3.10) 

et quasi-lineaire si a(x) est non lineaire et b(x) = b. Si l'equation est lineaire, alors la 
solution est gaussienne. 

(iii) Une solution de (3.3) avec la condition initiale P(xo,to\x,t = to) = S(x — xq) est 
appelee solution fondamentale, et definit la probabilite de transition d'un processus 
de Markov diffusif. Pour determiner totalement le processus en question, il faut encore 
donner W(x,t). Par linearite de l'equation de Fokker-Planck 

P(x,t)= / dx W(x ,t )P(x ,t \x,t) (3.11) 

est encore solution, ou VF(xo,to) es t une distribution de conditions initiales. On a 

P(x,t)\ t=to =W(x,t )- (3-12) 

Dorenavant, on omettra l'ecriture de la condition initiale dans (3.3). 

(iv) La distribution P s (x,t) est stationnaire si ^P s (x,t) = 0. Une distribution station- 
naire (si elle existe) est alors solution de 

^(b(x)P s {x)) =a(x)P s (x). (3.13) 

(v) La distribution approche la distribution stationnaire au cours du temps si 

lim P(x,t) =P s (x). (3.14) 

O 



2 Le terme lineaire se rapporte ici aux proprietes de a(x) et b(x). L'equation de Fokker-Planck est, elle, 
toujours lineaire pour P. 
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3.2 Processus de Wiener et d'Ornstein-Uhlenbeck 



Les deux processus consideres sont des cas particuliers de l'equation de Fokker-Planck 
pour une certaine definition de a(x) et b(x). 



3.2.1 Mouvement brownien (processus de Wiener) 

Le cas particulier a = et b = 2D, D = (Prnj) -1 , dans (3.3) donne l'equation de 
diffusion (1.17). Le processus markovien correspondant est defini par 

P(xi,h\x2,t 2 ) = , ) - e~^2-k), t 2 >h, (3.15) 

V4vrL»(t 2 - h) 

W{x, t) = - 1 e~sn, t > 0. (3.16) 
V^nDt 

Ce processus est dit processus de Wiener. II est homogene (mais non-stationnaire) , gaussien 
et de moyenne nulle. Ses realisations sont les trajectoires browniennes issues de l'origine. 




FlG. 3.1 — Realisations du processus de Wiener et trajectoires browniennes. La courbe epaisse represente 
yj (x 2 )(t) — V2Dt, comportement caracteristique d'un processus diffusif. 

On peut verifier explicitement que le processus de Wiener defini par (3.15) et (3.16) 
satisfait les relations de compatibilite de Chapman-Kolmogorov (2.41) et (2.42). 

La covariance du processus de Wiener est 

C(h, t 2 ) = (x(ti)x(t 2 )) = 2D mm(h, t 2 ). (3.17) 
Cette derniere relation se verifie en calculant d'abord pour i 2 > t\ 

{x{t\)x{t2)) = I dxidx 2 xiX2 W(xi,ti;x2,t 2 ) 

JR2 „ ' 

= W(x 1 ,t 1 )P(x 1 ,t 1 ;x 2 ,t 2 ) 

( 3 - 15 ) . . _a . - , ,2 

-ft 4D(t 2 - 

y/AD(t 2 - h) 



(316) f 1 -J^L f 1 

/ dx 1 x 1 —^=e 4Dt i / dx 2 x 2 —;= e 4D (*2-*i) 



dxi x 1 



R 



( = 2) 2Dti. (3.18) 
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Comme (x(ti)x(t2)} est une fonction symetrique on trouve (3.17) en general. 

Application : phase aleatoire et elargissement spectral. 

On considere un champ electromagnetique £{t) = £ Q~ iu} ot+i(p(t) ou <^(£) es ^ un processus 
stochastique de Wiener qui obeit a l'equation de diffusion avec constante de diffusion D. 
On va montrer que la transformee de Fourier de la fonction de correlation du champ 

C(u) = [ at e iujt C(t), (3.19) 

avec 

C(t 1 -t 2 ) = (£(t 1 )£*(t 2 )), (3.20) 

est egale a la lorentzienne 

~ 2D 

L 'elargissement spectral est done donne par la constante de diffusion D. On a en effet 

(£(ti)£(t 2 )*) = \£ Q \ 2 e- iu)o{tl - t2) (e'MV-tfa))^ . (3.22) 

Posant f(t) = 5(t — ti) — S(t — <2), et en se souvenant de la fonction generatrice du processus 
de Wiener 

e » J R dt f{t)4>{t) \ =e ~Dj R dt J R ds f(t)f{s) min(t,«) ? 



on peut ecrire 

gi(0(tl)-^(*2))^ _ e -£>(min(ti,ti)-2min(ti,t 2 )H-min(t 2 ,t 2 )) _ e -D\t!-t 2 \ ^ (3.24) 

dont la transformee de Fourier est precisement (3.21). 

3.2.2 Processus d'Ornstein-Uhlenbeck de la vitesse 

Ce processus est defini par a(v) = — jv , b(v) = = 2~/ 2 D et decrit la thermalisation 
d'une particule dans un fluide a l'equilibre thermique. L'equation de Fokker-Planck (3.3) 
donne 

§- t P(v,t)=^(vP(v,t)) +^D^P(v,t). (3.25) 

Le processus markovien correspondant est defini par la probability de transition solution de 
(3.25) avec P(v i, ti\v2, i 2 = *i) = S(v2 — v\) qui est 



P(v 1 ,t 1 \v 2 ,t 2 ) = \ l^—= 1 exp 



1 (v 2 - Vl e-^-^) 2 



-j3-m 



2 l - e - 2 7(*2-ti) 
et il existe une distribution stationnaire qui est celle de Maxwell de la vitesse 



(3.26) 



W(v) = x j^e-^ mv \ (3.27) 
2tt 
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Le processus d'Ornstein-Uhlenbeck est stationnaire et gaussien de moyenne nulle 

( v (t)) = [ dv vW(v) = 0. (3.28) 

On peut a nouveau verifier par le calcul explicite que les distributions (3.27) et (3.28) satis- 
font aux relations de Chapman-Kolmogorov (2.41) et (2.42). Pour des raisons de symetrie, 
les moments impairs sont nuls. Calculons la fonction d'autocorrelation des vitesses. Comme 
le processus est de moyenne nulle, sa fonction d'autocorrelation coincide avec sa covariance. 
Considerons d'abord la vitesse moyenne au temps t, donnee une vitesse initiale vq au temps 
to, soit selon (3.26) 



dv v P(v ,to\v, t) = Uo e-^-'°) = <^ 0itQ (t), (3.29) 

R 



done 



(v(to)v(t)) = / dv dvv v W(vo,t ;v,t) 
Jn 2 v v ' 



W(vo,t )P(v ,to\v,t) 



/ dv v W(vo) / dv v P(v ,t \v,t) 



(3 ^ 9) ( dv v 2 W(vo)e-^-^ 



R 

= -^ e - 7( *-* o) . (3.30) 
pm 

Remarquons que ce processus etant gaussien, stationnaire, markovien (car il est solution 
de l'equation de Fokker-Planck), alors par le theoreme de Doob sa covariance doit etre expo- 
nentielle, ce que confirme le calcul (3.30). Le processus d'Ornstein-Uhlenbeck (au choix des 
constantes (3, m, 7 pres 3 ) est done l'unique processus qui est a la fois gaussien stationnaire 
et markovien. 

Calculons encore la fluctuation de la vitesse, donnee une condition initiale {vo,to}- 

< t,2 >,„,to^ = / dv v 2 P(v ,t \v,t) 

= -L ( 1 - e- 2 ^*-*")) + vle' 2 ^-^. (3.31) 
pm V / 

Les equation (3.29) et (3.31) montrent que la memoire de la condition initiale est perdue 
pour t — > 00, tandis que (3.30) et (3.31) indiquent que les fluctuations approchent de la 
valeur de l'equilibre thermique Plus generalement, on voit sur (3.26) que P(vo,to\v,t) 
tend vers la distribution de Maxwell (3.27) lorsque t — to — > 00. 



3.3 Lien avec l'equation de Langevin 

On remarque que (v) VQ tQ (t) et (^ 2 ) Vo t (t) ont exactement la meme valeur que dans la 
theorie de Langevin (voir les equations (1.82) et (1.91) aux pages 17 et 18 respectivement). 

De quelle facon l'equation de Langevin definit-elle un processus stochastique de Markov 
homogene ? 

3 Par le changement d'echelle \fjknv — u on se ramene aux notations de la demonstration du theoreme 
de Doob, section 2.3.2. 
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3.3.1 Bruit blanc 

Pour ceci, il faut definir les correlations multiples de v(t) a partir de celle de la force 
aleatoire f(t). Dans la section 1.2, nous avions fait l'hypothese de correlation instantanee de 
la force (1.86), sans rien dire des correlations d'ordre superieur. Le processus complet associe 
a f(t) est desormais defini comme gaussien avec covariance (/(ii)/ (£2)) = r<K*i — h), 
(/) M = 0- Un tel processus avec covariance singuliere est appele bruit blanc. Cette origine 
terminologique provient du fait que la transformee de Fourier de (/(tijffa)) est constante, 
c'est-a-dire independante des frequences, done donne meme poids a toutes les frequences 
du spectre d'ou l'association terminologique de ce bruit avec la couleur blanche. 

(i) La fonction generatrice du bruit blanc est 

G (f) = fn^\f(t)\\ ( 3.3 2) 

On se souvient en effet que la fonction generatrice d'un processus gaussien de cova- 
riance C(t\,t2) est 

G(f) = e -|/R2 d *i d *2 /(*i)/(*a)C(ti,t a ) ) (333) 

done 

C(t 1 ,t 2 ) = rd(t 1 -t 2 ), (3.34) 

ce qui conduit immediatement a (3.32). 

(ii) Si f(t) est un bruit blanc, alors J *ds/(s) = x(t) est un processus de Wiener. 
Puisque le bruit blanc est gaussien et que la relation entre x{t) et f(t) est lineaire, le 
processus x(t) est egalement gaussien (voir le lemme 2.7 a la page 38). Ce dernier est 
done entierement defini par sa covariance 

(x(ti)x(t 2 )) = T / dsi / ds 2 S(si — S2) = r min(ti,t 2 ), (3.35) 
Jo Jo 

qui est identique a celle du processus de Wiener. 

(iii) Le processus gaussien avec covariance (/(ii)/(i2)) = r {t 2 — t±) ou T(t) est une 
fonction rapidement decroissante appelee bruit colore. 

Lemme 3.1 Le processus des vitesses engendre par I'equation de Langevin 

- v(t) = - lv(t) + JK f(t) , (3.36) 

oil f(t) est un bruit blanc, (/(ti)/^)) = <5(*i — h), avec une distribution thermique des 
vitesses initiales est identique au processus d'Ornstein-Uhlenbeck. 

Preuve (Lemme 3.1) Pour ce qui est du processus de Langevin, la relation entre v(t) 
et f(t) est lineaire, done v(t) est un processus gaussien car un processus gaussien reste 
gaussien sous des transformations lineaires (voir le lemme 2.7). De plus, les deux processus 
ont la meme moyenne (v) (t) = et la meme covariance (v(ti)v(t2)) = /^ e_7( - i2_tl ^ P ar 
consequent, comme la covariance d'un processus gaussien le determine univoquement, ces 
deux processus sont identiques. On conclut que le processus de la vitesse engendre par (3.36) 
jouit de la propriete de Markov puisque le processus d'Ornstein-Uhlenbeck la possede. ■ 
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On voit qu'il y a une relation etroite entre la description des fluctuations par une equa- 
tion de Langevin et celle donnee par l'equation de Fokker-Planck. Du point de vue de la 
physique, la loi devolution est generalement regie par une equation differentielle determi- 
niste telle que 

±x(t) = F(x(t)). (3.37) 

Si le systeme est de plus soumis a des perturbations aleatoires dont l'echelle de variation 
est beaucoup plus rapide que les temps caracteristiques de revolution x(t), il est simple et 
naturel d'envisager un modele "a la Langevin" en y ajoutant un bruit blanc 

±x(t) = F(x(t)) + f(t), </(*i)/(t 2 )> = r 5(h - t 2 ). (3.38) 

r doit etre determine par la physique du probleme. Par exemple, T est donne par les 
fluctuations dans l'etat stationnaire, s'il existe. 4 Comme la solution de (3.38) est entierement 
determinee par la condition initiale xq en to, on a la propriete de Markov pour chaque 
realisation f(t) (voir Pexemple 1 a la page 28). Nous allons montrer que x(t) reste markovien 
apres la moyenne (-) bb sur les realisations du bruit blanc. Pour une realisation du bruit blanc 
f(t) les distributions du processus x(t) sont done 

Wf(xi,ti; . . .;x n ,t n ) = Pf(xo,to\x 1 ,t 1 )Pf(x 1 ,t 1 \x 2 ,t 2 ) . . . P/(x n _i,i n _i|:c n ,i n ), (3.39) 

avec Pf(xo,to\xi,ti) = 5(xi — <j)f{xo,to;t\)). Ici, le hot (pf(xo,to',t) depend de Taction de 
la force entre to et t. La moyenne de Wf(xi,t±; . . . ;x n ,t n ) sur la force f(t) se factorise et 
conserve la propriete de Markov, puisqu'il n'y a aucune correlation de la force entre les 
intervalles successifs to — t\, t\ — t 2 , t 2 — t%, etc. 

W(xi,h; x n ,t n ) = (Pf(x , *oki, h)) bb {Pf{xi,ti\x 2 ,t 2 )) hb ■ ■ ■ (Pf(x n -i,tn-i\x n , t n )) bb . 

(3.40) 

Par consequent, toutes les proprietes du processus sont determinees par P(xi,ti\x 2 ,t 2 ) = 
(Pf(xi,t\\x 2 ,t 2 )) bb qui obeit a l'equation de Fokker-Planck. De plus, comme les correlations 
du bruit blanc sont invariantes sous les translations temporelles, les probabilites moyennees 
(Pf(xi,ti\x 2 ,t 2 )) bb heritent de cette propriete. Ainsi, le processus induit par le bruit blanc 
a partir de l'equation (3.37) est markovien homogene. La propriete de Markov est perdue 
si on a a faire a un bruit colore. 

Pour etablir l'equation de Fokker-Planck correspondante, il faut determiner la fonction 
de derive a(x) et la fonction de diffusion b(x). Pour ce faire, nous determinons les moments 
du deplacement a partir de Xo au temps to directement a partir de l'equation differentielle 
(3.3) et les identifions aux quantites (i) a (iii) de la page 44. 

(i) a{x). En integrant (3.38) sur un intervalle temporel t — to petit, on a 

f ds^-x{s)= f dsF{x(s))+ f dsf(s). (3.41) 
J t ds Jt Jto 

v ' N v ' 

=x(t)-x *~*o . w , . 

~ F(xo)(t-to) 

En prenant la moyenne de (3.41) sur les realisations du bruit blanc sachant que 
(f)bb = et en notant que F(xq) n'est pas aleatoire (xq est fixe) 

(x(t) - x ) bb ~ F(x )(t - to) + y* ds (£Hs), (3.42) 

*° =o 

4 Le coefficient T qui mesure i'ampiitude du bruit bianc peut etre introduit dans la covariance comme 
dans (3.37), ou dans l'equation differentielle par le changement f(t) — » \/Tf(t) comme dans (3.36). 
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done 

a(x ) = F(x ). (3.43) 
(ii) b(y). En procedant de la meme fagon 

ft r t 



((x(t)-x )\ b = [ d Sl I ds 2 ((F(x(s 1 )) + f(s 1 ))(F(x(s 2 )) + f(s 2 )) 

Jt Jto x 

F(x ) 2 (t-t ) 2 + fdst fds 2 (f( Sl )f(s 2 )) 

Jt Jtn v v ' 

= F{x )\t-t ) 2 + T(t-t ) 



'to J to 

=rs( Sl -s 2 ) 



= T(t-t ) + O{(t-t ) 2 ), (3.44) 

done 

b(x ) = r. (3.45) 
L'equation de Fokker-Planck correspondant a (3.38) est done 

^P(x,t) = -^(F(x)P(x,t)) + ~P(x,t). (3.46) 

Exemple (Equation de Smoluchowski pour la position) Une particule dans un 
champ de force F(x) avec friction 7 obeit a 

±v{t) = ±F(x{t))-Tv{t). (3.47) 

On suppose que la friction est forte et qu'on peut negliger 1' acceleration ^v(t) ~ devant 
les autres termes. Ceci donne pour la position, avec adjonction d'un bruit blanc f(t) 

* (() _£MQ) +/(() . (3.48) 
at m<y 

En appliquant (3.43) et (3.46), on trouve 

a(x ) = ^) , b(x ) = T, (3.49) 
7727 

ce qui donne l'equation de Fokker-Planck suivante 

l^'>=-i(W^ ,) ) + 5^ x,t) - (3 - 50) 

Elle est identique a l'equation de Smoluchowski (1.48) (derivee a partir de la marche alea- 
toire asymetrique) . Si F{x) = — ^V(x), on a l'etat stationnaire P s (x) determine par 

il p - w = ~ (s v <*>) p - <*>• < 3 ' 51 > 

avec solution 

P a (x) = Ce"^ VW , (3.52) 

C etant une constante de normalisation. Pour avoir l'equilibre thermique P e (x) = C e~@ v ( x \ 
il faut que = (3, ce qui impose la relation de Einstein D = ^ = o 
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3.4 Equation de Fokker-Planck a plusieurs variables 

Considerons un processus stochastique de Markov vectoriel a n composantes homogene, 
x(t) = (xi(t), . . . , x n (t)). On suppose que les n variables du processus satisfont a des condi- 
tions semblables a celles de la definition 3.1 

/ d 3 x (x-x )i-P(xo|x,t) = ai {x )t + O(t a ), q>1, (3.53) 
[ d 3 x(x-xo)i(x-xo) j P(x \x,t) = b ij (x )t + 0(t a ), a>l, (3.54) 

avec a G R ra le vecteur de derive dans R n et b G M n (R) la matrice de diffusion n x n 
symetrique reelle bij = by L G R. L'equation de Fokker-Planck a plusieurs variables associee 
est (en omettant l'ecriture des conditions initiales) 




(3.55) 



Sa derivation est la generalisation immediate du cas scalaire (3.3). 



3.4.1 Equation de Kramers 

L'equation de Kramers (un cas particulier de l'equation de Fokker-Planck (3.55)) decrit 
le mouvement aleatoire d'une particule dans l'espace de phase. Le processus {x(t),v(t)} 
est vectoriel. Pour la simplicite nous nous limitons a une dimension d'espace, de sorte 
que le processus {x(t),v(t)} a deux composantes. L'etude de Kramers generalise celle du 
mouvement brownien et celle de Langevin dans le sens que la premiere ne s'occupait que 
de la position x(t) et la seconde que de la vitesse v{t). Nous partons des equations du 
mouvement dans un champ de force F(x) avec friction 7 et bruit blanc f(t) 

= v(t), (3.56) 



"-„(() = - lv{t} + Eim + m m ,3.57) 



dt m V f3m 

Pour etablir l'equation de Fokker-Planck correspondante, dite equation de Kramers, il faut 
determiner les fonctions 

. , ( a x (x,v)\ , . 

a(x,v) = } [ , (3.58) 

avec b xv (x,v) = b vx (x,v). En utilisant la methode exposee a la page 50 on a pour t — > to 

(x(t)-x )) bb ~v (t-t ) =^a x (x ,v ) =v 

(v(t)~ v )) bb ~ (-tvo + (t - t ) =► a v (x ,v ) = - 7 v + ^1 

(x{t)-x ) 2 ) bb ~ (v {t - t )) 2 =0((t- t ) 2 ) => b xx (x , v )= 

(x(t)- x )(v(t)- v )) bb ~ v (-7^0 + (* - *o) 2 b^(a;o,vo)= 6 ra (x ,t'o)= 

(v(t)- w ) 2 > fe6 ~|X(i_i ) = j >fejw ( a . 0jUo ) = Jx 
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En substituant ces valeurs dans (3.55) on obtient {'equation de Kramers 



d d F(x) d 

—P(x, v, t) + v— P(x, v, t) + -^—P(x, v, t) 
ot ox m ov 



^-(vP(x,v,t)) + —^P(x,v,t) 



(3.60) 



Cette equation sert de point de depart a de nombreuses etudes, par exemple celle de la 
metastabilite (voir la section 3.5 a la page 54). On introduit la densite de particules 5 



et le courant de particule 



p(x,t) = / dvP(x,v,t) 
Jn 

j(x,t) = / dvvP(x,v,t). 



(3.61) 



(3.62) 



En integrant (3.60) sur v tout en supposant que lim. !) _ i .± 0O P(x, v, t) = 0, on obtient {'equa- 
tion de continuity qui relie p(x,t) et j(x,t) 



(3.63) 



En multipliant (3.60) par v puis en integrant le resultat sur v on obtient l'equation a laquelle 
satisfait le courant de particule j(x,t) 

%-j(x, t) + -f f dvv 2 P(x, v, t) + ^p(x, t) = - 7 j(x, t). (3.64) 
ot ox Jji m 



Remarque L'equation de Kramers a la structure d'une equation cinetique 

^P(x, v, t) + v-^P(x, v, t) + ^-^-P(x, v, t) = I P (x, v, t). (3.65) 

L'operateur lineaire Ip sur P(x, v, t) represente l'effet des collisions de la particule avec son 
environnement. II s'agit d'un operateur de collision. Ici, Ip(x,v,t) ne prend en compte que 
les effets de friction decrits phenomenologiquement et des collisions via le bruit blanc. 

L'equation de Boltzmann aura cette structure avec Ip decrivant la dynamique micro- 
scopique des collisions. 

Si Ip(x,v,t) = 0, la connaissance du not du systeme differentiel x(t) = v(t), mv{t) = 
F(x(t)) permet de resoudre (3.65). Posons oj = (x, v), t — > </>(<^0) t) = ^(t) une trajectoire de 
condition initiale uo, et P(ujo) une distribution des conditions initiales, alors la distribution 
au temps t est definie par 

P(u,t) = [ diOoPi^diio-^^t)) = P{r\uj,t)) (3.66) 

JR 2 



et verifie 



m 2 

%-P(u, t) + v^-P(u, t) + ^M^P( W , t) = 0. (3.67) 
ot ox m ov 

Des que Ip / 0, l'equation de Kramers ne peut en general pas etre resolue analytiquement 

et il faut recourir a des approximations dictees par la physique. o 



5 Cette densite est normalisee a 1. En considerant N particules independantes et changeant p{x,t) 
Np(x,t), on peut la normaliser a N. 
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3.5 Application a la metastabilite 

Nous desirons etudier le temps de vie d'une particule soumise a des fluctuations ther- 
miques dans un puits de potentiel. II s'agit d'une application directe du modele de Kramers. 
On considere une particule dans un potentiel V(x) decritla figure 3.2. 

V(x) \ 
A 1 




> x 



FlG. 3.2 — Particule fluctuant autour de sa position d'equilibre a dans un potentiel V(x) et soumise a un 
bruit blanc (fluctuations thermiques). Selon l'amplitude des fluctuations, elle peut franchir la barriere de 
potentiel Vo en passant dans la region x > b. On simule un etat stationnaire par un terme de puits en bo 
qui absorbe la particule, ensuite reinjectee par un terme de source en ao. 

Supposons tout d'abord que la particule dans le puits de potentiel occupe la position 
d'equilibre a. Cependant a cause du mouvement engendre par fluctuations thermiques elle 
pourra franchir la barriere de potentiel d' amplitude Vo en b. Le processus de franchissement 
d'une telle barriere par les fluctuations thermiques est dit activation thermique. Cet effet 
peut par exemple representer la dissociation d'une molecule dans un solvant de temperature 
T. Kramers suppose que la particule est soumise a la force aleatoire f(t) representant les 
fluctuations du milieu, et il faut done resoudre les equations de Kramers pour la distribution 
de probabilite. On cherche le temps de vie d'une particule localisee au voisinage de a au 
temps t = 0. Comme la force F(x(t)) derive du potentiel, F(x(t)) = —-^V(x(t)), si f(t) = 
on a Pequation deterministe 

d 2 . , V'(x(t) .. . . 

d£ x(t) = m ~ Jv{t) - (3 ' 68) 

Une particule de condition initiale xq < a, Vo = va evoluer vers le point d'equilibre 
x = a. Si on enclenche f(t) et si l'energie thermique est faible comparee a Vo, ksT <C Vo, 
la particule va parfois gagner suffisamment d'energie cinetique pour franchir la barriere. Le 
cas ksT 3> Vo est sans grand interet car la particule s'echappe librement du puits. Par la 
suite, on suppose done fc^T *C Vo- La notion de temps de vie reste a preciser et on peut 
adopter differents points de vue pour la definir. 

En principe, on doit resoudre (3.60) avec distribution initiale centree en a, et determiner 
la probabilite de trouver la particule dans {x £ [b, oo[}. Le temps de vie peut alors etre defini 
comme le temps moyen du premier passage de la particule en x = b. II n'y a pas d'etat 
stationnaire dans ce cas, car le potentiel n'est pas confinant, et le calcul de la solution de 
(3.60) n'est pas aise. 
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On adopte ici un autre point de vue en modifiant la description de la facon suivante : 
on imagine que la particule, lorsqu'elle a franchi le point b, disons en bo, est reinjectee avec 
meme vitesse a gauche de l'origine en do- Cet effet est decrit formellement par l'adjonction 
d'un terme S(x, t) a l'equation de Kramers, qui joue le role de puits en 60 (absorption de la 
particule) et source en ao, et qui est nul pour x 6 [ao, bo]. Dans ces conditions, il se cree un 
etat stationnaire avec courant stationnaire entre ao et bo- II n'est pas necessaire d'expliciter 
la forme de S(x,t) par la suite car on basera 1 'etude uniquement sur les proprietes de 
l'etat stationnaire, x £ [ao, bo]. L'effet de l'absorption de la particule en 60 es t donne par la 
condition de bord 

P(x = b ,v,t) = 0. (3.69) 

D'autre part, comme le potentiel est confmant pour x — ► —00, on prendra ao = —00. 

Remarquons d'abord que le courant stationnaire est uniforme : par l'equation de conti- 
nuity (3.63) en regime stationnaire on a 

£iM --!*.) -0, (3.70) 
done j = C € R est une constante. Le temps de vie est alors defini par 

r = i. (3.7!) 

On va resoudre l'equation de Kramers (3.60) en regime stationnaire et de friction forte 
7> 1. On suppose un developpement de P(x,v) en puissances inverses de 7 de la forme 

P( x , v ) = ylpW( XjV ) = p(°)(x,v) + -PW(x,v) + \ P {2 \x,v) + (-!-), (3.72) 

et on cherche a satisfaire l'equation (3.60) a chaque ordre en puissance de 7. En inserant 
(3.72) dans (3.60) on obtient 



V — (v — P^ (x, v) + A P (*) f x v ) 
^ 7 fe V dx ' m dv ' 

fc>o ' v ' 

= E h (|(» p( ' +1) <-»)) + i£ p< * +1, (^») ■ (3 - 73 » 

Le coefficient du terme d'ordre 7 obtenu pour k = — 1 dans le membre de droite doit 
s'annuler 

|(„P<0. (I ,„ ) + _L|_P<». (1 ,„ ) ) = „. (3.74) 
La solution est de la forme 

p(°\x,v) =<p(v)(f > (x), (3.75) 



ou 



■fir) - y/^V^f™ 2 (3.76) 
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est la maxwellienne et (p(x) une fonction de x uniquement encore inconnue. L'egalite des 
termes pour k = dans (3.73) impose 



^(vP^(x,v) + ^-^P^(x,v)) = v^\x,v) + ^^P^(x,v 
ov \ pm Ov J Ox m Ov 



1 I 1 or 

( = 5) v - 0F(x)<Kx)\ <p{v). (3.77) 



On verifie que la solution de (3.77) pour P^\x, v) est de la forme 

p( 1 )( ar , v ) = - (J^4>(x) ~ 0F{x)<l)(x)^ v<p(v) + i(>(x)<p(v), (3.78) 
ou ip(x) ne depend que de x. Cela provient du fait que 

I + ]Ll Mv)) ) = I {iL^ v) ) = ~ Mv) - (3 - 79) 



dv 

En collectant les termes 



P{x,v) = 4>(x)(p(v) +-[ i(f(x)(p(v) - [ ^(x) - PF(x)<f>(x)j v<p(v) j+0\^] . (3.80) 

P(°)(x,v) ' 



=PW(x,v) 

Le courant est alors avec f R dv v 2 (p{v ) = 

j(x) = [ dvvP(x,v) (3 ^ 0) -IfJ-^-^-^^+oflV (3.81) 
Jn 7 \/3 mda: m J \TJ 

Comme j{x) = j est uniforme, on peut maintenant determiner la fonction <j>(x) en terme 
de j. Ecrivant F(x) = — -§^V(x), (3.81) donne 

Posons 

= e-^^^Cx), (3.83) 

d'ou 

■^X(x) = -Pm-yj e pv{x) , (3.84) 
et selon la condition de bord (3.69), la fonction X(x) satisfait X(bo) = et 

X{x) = Pmij [ ° dx e/^W, (3.85) 

J X 

ce qui donne 

<t>{x) = pm-yj e-WW I ° dx eP v W. (3.86) 

J X 
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Finalement, la densite est 

p(x) = J dv P(x,v) (3 = 0) <f>(x) + o(J^J. (3.87) 

La normalisation de la densite f^ 1 dx p(x) = 1 implique alors a l'ordre dominant 

1 = [ b ° dx<f>(x) + o(-) (3 = 6) Pmjj f° dx e-WW f°dy e^M+of-Y (3.88) 

J — oo \T/ J — OO J X \T/ 

Pour estimer ces integrales, on suppose ksT <C Vo si bien que le minimum du potentiel 
V(x) en x = a et le maximum en x = b sont tres etroits, puis on realise l'approximation 
parabolique. Dans la premiere integrate, c'est le minimum en a qui compte, et dans la 
deuxieme c'est le maximum en b qui compte : 



V(x) = V(a) + \v"{a){x - a) 2 + O (\x - a\ 3 ) , 
V(y) = V(b) - \ \V"(b) \( y -b) 2 + (\y - bf) . 



(3.89) 
(3.90) 



On etend les deux integrates sur tout R (la rapide decroissance de Pintegrand le permet en 
bonne approximation), ce qui donne 

l = J /3m 7 e^W) f dxe-^v"(a)** f dy e -P\W" (b)\y 2 = jmi ^ 

Jn Jn y/V"(a)\V"(b)\ 

(3.91) 



d'ou le resultat final, dit formule de Kramers 



_ 1 _ 27r mi e^ v ^- v ^ 
T ~l~ y/V"(a)\V"(b)\ 



(3.92) 



Si V"(a) est grand, cela signifie que le puits est etroit et la particule se trouve "proche" 
de la barriere, done le temps de vie r a l'interieur du puits diminue. De meme, si V"(b) 
est grand, la barriere est etroite et done r diminue. Si V(b) — V(a) est grand, la barriere 
est haute et r augmente. Si la temperature augmente, alors le temps de vie diminue ce qui 
signifie que les fluctuations thermiques accroissent la probabilite de franchissement de la 
barriere de potentiel. 

II faut bien souligner que la particule consideree est classique. Si la particule est quan- 
tique, il s'ajoute a Peffet d'activation thermique la possibilite de franchir la barriere de 
potentiel par effet tunnel. La competition entre ces deux phenomenes donne lieu a un inte- 
ressant probleme dans la theorie quantique des systemes ouverts. 

A l'aide d'autres methodes, l'etude de l'equation de Kramers est aussi possible dans le 
cas de friction faible, e'est-a-dire lorsque 7 <C 1. 



3.6 Le laser 



L'equation de Fokker-Planck a plusieurs variables trouve une application interessante 
dans l'etude de l'intensite et de la phase d'un laser. L'equation d'evolution de l'amplitude 
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E d'un mode laser peut etre modelisee par 

^-E = (a - c)E - b\E\ 2 E +f(t), (3.93) 
at v ' 

=h(E) 

ou a est le coefficient de pompage, b le coefficient d'amortissement et c le coefficient d'inter- 
action. h(E) represente done la partie deterministe du modele, qui est non lineaire, tandis 
que f(t) est un bruit blanc (complexe) tel que 

</(*)> = 0, (3.94) 
(f(h)f(t2)) = 0, (3.95) 
</(*i)/(t 2 )*> = DS(h-t 2 ). (3.96) 

Ce bruit blanc represente les diverses sources de fluctuations sur le fonctionnement du laser 
telle qu'emission spontanee dans d'autres modes, vibration de la cavite, etc. 

Considerons d'abord la partie deterministe du probleme (f(t) = 0). On deduit l'equation 
d'evolution pour Pintensite lumineuse I = \E\ 2 

±I(t) = 2I(t)(a - c - blit)) ee F(/(t)). (3.97) 

En ecrivant F{I) = -jjV(I) ou V(I) = -(a - c)I 2 + y/ 3 joue le role d'un potentiel, on 
trouve les points d'equilibre stables correspondant aux minima de V(I), soit 

- au-dessous du seuil de fonctionnement a < c : Iq = 0, 

- au-dessus du seuil de fonctionnement a > c : Iq = > 0. 

En presence du bruit, la distribution de probabilite de l'amplitude P(E, E* ,t) (consi- 
derant E et E* comme des variables independantes) obeit a l'equation de Fokker-Planck 

l p = -We (ft(E)p > - m {h ' {E)P) + D 3&W' R (3 - 98) 

En effet, l'equation de Fokker-Planck (3.55) est dans notre cas 

Ft p = -!k {aEP) ~ ^ {aE * p) + 1& {hEP) + \-&- {bE * P) + \-tWtW ' 

(3.99) 

ou a,E, cle*, bE, bE* et bEE* sont les composantes des vecteurs de derive et de la matrice de 
diffusion. Ces derniers s'obtiennent selon la methode exposee a la page 50. Notons AE = 
E(At) - E et AE* = E*(At) - E£, avec E la condition initiale. 
(i) a E ■ 

rAt 



(AE) bb = ^ ds (h(E) + f(s))^ 



rAt rAt 

= / ds h(E) + / ds (f(s)) 
Jo Jo y — v — ' 

(3^4) 

A ~° MEb) At (3.100) 
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(ii) cle* ■ 

-At 



(AE*) bb = (J 'ds (h(E*) + r(s))^ A ~° M^o) At (3.101) 



—a E * 

(iii) b E : 

rAt rAt 



I rAt rAt \ 

<(A£) 2 } 66 = dsi J da 2 (/»(S( Sl )) + /( Sl ))(M^(a2)) + /(s2)) 

/•At /-At /-At /-At 

= / dsi / ds 2 /i(S(si))h(£7(a 2 )) + / d*i / ds 2 </(*i)/(s 2 )> 

JO JO JO Jo v v ' 

/•At rAt 

+2 / dai / ds 2 h(E( Sl )){f(s 2 )) 
JO Jo v v ' 



(3 = 5) o 



(3J4 )() 



A ~° h(E )h(E*)(At) 2 , (3.102) 



d'ou 



6 B = 0. (3.103) 

(iv) 6g* : de facon similaire on trouve 

b E * = 0. (3.104) 

(v) b EE * ■ 

I rAt rAt 

(AEAE*) bb = dsi jf ds 2 (/i(S( Sl )) + /( Sl ))(/i*(£;( S2 )) + r( S2 )) 

D At + 0(At 2 ) (3.105) 



At~0 



En inserant les expressions trouvees pour ct£, a^;*, &£* et b EE * dans (3.99) on trouve 
bien l'equation de Fokker-Planck (3.98) du modele. 

Ecrivons E = E(I,<p) = y/le^ et considerons I = EE* et <j> = \ (ln(£*) - \n(E)) 
comme variables independantes. On calcule avec 



_d_ dl_d_ d^d_ 

~dE ~ 'dE~dI + o~Ed~4> 
d dl d d4> d 



(3.106) 



I dE* dE* dl dE* d<p 
les termes du membre de droite de l'equation de Fokker-Planck 

= ((a - c) - 267) P + ((a - c)I - bl 2 ) - \ ((a - c) - 6/) 
= ([(« " c)/ " W 2 ] P)-I ((a - c) - 61) A P> (3.107) 
92 P = JL P + E*——P - ^——P 



dE*dE dl dE* dl 2E dE* dcj) 

d _ _ d 2 _ Id' 
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En introduisant (3.107), son complexe conjugue et (3.108) dans (3.98), on obtient pour 



8 *--'l«<--'>'-^)^(4*K>- 



at 



(3.109) 



Considerons la distribution de Pintensite du laser P(I, t) = f Q 27T d<j) P(I, 4>,t). P obeit a 
Pequation (3.109) sans le dernier terme. 6 L'equation de stationnarite pour P est done 



d_ 
dl 



| -2 ((a - c)I - bl 2 ) P + Dl-^jP} = 0, 



(3.110) 



et puisque lim/^oo P(I) = 



E±P=(2(a-c)-bI)P, 



(3.111) 



d'ou la solution stationnaire 



p s (I) = CeM(-c)i-in, 



(3.112) 



ou C est tel que J °° dl P S (I) = 1. (3.112) peut encore s'ecrire 



P s (/) = Ce-*('- 7 °) 2 , 7 = 



a — c 



(3.113) 



Lorsque a — c > (laser en fonctionnement), P S (I) a son maximum en Iq = ^p. 




FlG. 3.3 — La distribution de probabilite stationnaire de Pintensite du laser est une gaussienne centree en 
lo de largeur \J^- 

L'intensite moyenne ne coincide pas exactement avec Iq : 

f'°° - f'°° 
(I) s = / dIIP s (I) = I + C / dx (x-I )e'D x . (3.114) 

JO Jl 

6 On suppose que P(I, <f>, t) et ses derivees s'annulent lorsque / tend vers l'infini et que P{I,<j>,t) est 
27r-periodique en <fi, done J Q 27r Acf> -§^P = 0. 
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La correction est de l'ordre e done tres petite lorsque le bruit est faible (D petit). 

Etudions a present le regime non stationnaire linearise dans l'intensite. La linearisation 
de l'equation de Fokker-Planck (3.109) consiste a lineariser le terme de derive au voisinage 
de Iq, en posant I = Iq + x, soit 

(a- c)I -bl 2 ~ -bl x, (3.115) 

et a prendre les coefficients de diffusion constants a la valeur de Iq. L'equation linearisee 
pour P(x, (p, t) est done 

^ P = 2M^P ) + DI^P + ^P. (3.116) 

Avec cette approximation, revolution de x = I — Iq et de la phase <f> sont independantes. 
On voit en effet qu'on peut resoudre (3.116) pour une distribution factorisee P(x,4>,t) = 
Pi(x,t)P2((f),t) avec 

*P 1 =2W„^(xP 1 )+i5/„^P 1 , (3.117) 
d D d 2 . 

m p > ~ W W^ (3 ' 118) 

Selon (3.117), x(t) = I(t) — Io est un processus d'Ornstein-Uhlenbeck. En se rapportant aux 
proprietes deja etablies de ce processus on trouve immediatement que l'intensite moyenne 
approche la valeur Iq avec temps de relaxation tj = = 2 (a-c) ' 

</(<)- /o> = (x(t)) = e- 2bIot , (3.119) 
et les correlations d'intensite sont 

(/(*i)-/o) (/(*2)-/o)) = ge- 2W «^^l. (3.120) 

Selon (3.118), la phase accomplit une diffusion brownienne, et le temps caracteristique de 
ses fluctuations est = ^ : 

<0 2 W) = £rt. (3.121) 

Cette description linearisee, ou l'intensite et la phase evoluent independamment, est valable 
si ~> ti, soit a — c » \\fb~D. Lorsque l'intensite a atteint sa valeur stationnaire (dans le 
temps tj), la phase poursuit une diffusion brownienne. En se rapportant au resultat (3.21) 
on en conclut un elargissement spectral de l'ordre de j^. 



3.7 Integrate de chemin 

3.7.1 Mouvement brownien sans absorption 

Le probleme que nous nous posons est comment calculer la moyenne d'une fonctionnelle 
F(x(-)) des chemins browniens. La notation x(-) signifie que F depend du chemin x{t) pour 
toutes les valeurs de t. Considerons les chemins issus de xq en to e t qui aboutissent en x 
au temps t. Si F{x{-)) ne depend de x(t) que par l'entremise d'un nombre fini de temps 
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t\, . . . ,t n , F(x(-)) s'identifie a une fonction F(x±, . . . ,x n ) de n variables, et nous savons 
d'apres la definition generale que sa moyenne est donnee par 

/ dxi...dx n P(x ,t \x 1 ,t 1 ;...;x n ,t n ;x,t)F(x 1 ,...,x n ). (3.122) 

Le cas general se traite par passage au continu de fagon analogue a la construction de 
l'integrale ordinaire. Divisons Pintervalle [to,t] en n + 1 intervalles egaux de longueur 

r-£* (3.123) 

et posons 

t k = t + kr, k = 0,...,n, t n+1 = t. (3.124) 

Selon la propriete de Markov, la probabilite de trouver le chemin en [xi,xi + dx±] en r, 
[x2, X2 + dx2 ] en 2r, . . ., [x n , x n + dx n ] en tit factor ise 

P(x ,t \xi,ti; . . . ;x n ,t n ;x,t) dxi . ..dx n = P(x ,t \xi,t 1 ) . . . P(x n ,t n \x,t) dx 1 . ..dx n . 

(3.125) 




FlG. 3.4 — Discretisation de la trajectoire brownienne. Les points xi, . . . ,x„ sont susceptibles de varier. 
Seuls les points de depart xo et d'aboutissement x sont fixes. 

La probabilite de transition du mouvement brownien etant 

P(s ,to|si,ti) = Ta m 7 e-^g^T, (3.126) 

(3.125) devient 

n + l 

P(x ,t \x 1 ,t 1 ; . . . ;x n ,t n ;x,t)dxi . . .dx n = e ~4S7 T,l =0 ^k+i-x k ) 2 dan . . . dx n . 

(3.127) 

Remarquons ensuite que dans la limite r — > la somme qui figure a l'exposant tend for- 
mellement vers une integrale 

1 -A 2 A f x(t + (k + 1)t) -x(t + kT)\ 2 

}§r^ Xk+1 ~ Xk) =}^ T 2^{ " ) 

h— n ^— n. V ' . 



(3-128) 
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Definissons par la limite de (3.127) lorsque r — > (ou, ce qui est equivalent, n — ► oo) le 
"poids d'un chemin" 



lim P(so,to|afi,ti;---;^n,tn;a:,t)da;i...da; n = D [x(-)] e «> f*o dt ' (d1' x (*')) = oW . 



(3.129) 

Dans (3.129), 

/ \ n+1 

lim (— =-) dx\ . . . dx n = D [x(-)] , (3.130) 

n— >oo \ v 47TiJT / 

represente "l'integrale multiple" sur toutes les variables de chemin. La notation (3.129), bien 
que formelle, est tres suggestive et couramment utilisee par les physiciens. Le mathematicien 
N. Wiener (1894-1964) a montre qu'on pouvait lui donner une definition mathematique 
precise au sens de la theorie de Pintegration, appele mesure de Wiener conditionnelle dW . 

Si F(x(-)) est une fonctionnelle des chemins debutant en {xo,to} et aboutissant en 
{x,t}, on peut alors ecrire 

PX,t 

(F(x(-)))= dWF(x{-)). (3.131) 

J X(),to 

L'interpretation intuitive de (3.131) est que Ton somme sur tous les chemins possibles avec 

7 — — f* dt' ( -^rxlt')) 2 

un poids e iD Jt o y ^ n . En pratique l'integrale de chemin est done definie par le 
passage a la discretisation et la limite n — ► oo. 

(F(x(-))) = lim / dx 1 ...dx n P(x Q ,t \xi,t 1 ,...,x n ,t n ;x,t)F(x 1 ,...,x n ), (3.132) 

ou F(x±, . . . , x n ) est la fonctionnelle evaluee sur le chemin polygonal tel que Xk = x(to + kr). 



3.7.2 Mouvement brownien avec absorption et formule de Feynman-Kac 

Appliquons ces idees au mouvement brownien avec absorption. On suppose qu'en un 
point x la particule a la probability par unite de temps Q(x) de disparaitre. Par exemple, il 
peut s'agir d'une molecule sujette a une reaction chimique, et eliminee du systeme lorsque 
celle-ci a lieu. On s'interesse a calculer Pq(xo, to\x, t), la probability moyenne de survie de 
la particule entre les temps to et t et les points xq et x. Considerons pour commencer la 
probabilite que la particule ne soit pas absorbee le long d'une realisation du mouvement, 
avec Xk = x(to + kr). Pour r suffisamment petit, la probabilite de survie entre tk-i et t& 
est (1 — TQ(xk)), ainsi cette probabilite est donnee en vertu de l'independance statistique 
par la fonctionnelle 

n 

lim TT (1 - TQ(x k )) = lim e - T ^° n{xk) = e ~ k dt ' n{x( - t ' ) \ (3.133) 

fc=0 

ou on a utilise e _Tn ( Xfc ) = 1 - Tfl{x k ) + 0{t 2 ). Ceci est la probabilite que la particule ne 
soit pas absorbee pour une realisation donnee. La probabilite de survie de Pq(xo, to\x,t) 

7 On montre en fait que les chemins browniens sont non differentiables avec probabilite 1 pour la mesure 
dW. La notation (3.129) est done purement formelle et mnemotechnique. Nous renvoyons par exemple a 
l'ouvrage [S] pour une etude mathematique precise 
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est la moyenne de (3.133) sur toutes les realisations browniennes. Ainsi, il faut calculer la 
moyenne de (3.133) selon (3.132), en se rappelant que r — ► est equivalent an^oo 

Psi(x ,t \x,t) = lim / dxi ...dx n P(x ,t \x ll t 1 ,...,x n ,t n ;x,t)e" r ^=o n ( x k) 

(3 '= 5) lim f dxi ...dx n P(x ,t \x 1 ,t 1 )...P(x n ,t n \x,t)e~ T ^=o n( - Xk) . (3.134) 

Or on sait que (voir la section 2.2.3) 

P{x ,t \x,t) = (x \Tt-to\x) (3.135) 



est donne par les elements de matrice du semi-groupe de diffusion 



avec generateur (2.58) 



'-t-t 



-(t-to)Go 



-D 



dx 2 



(3.136) 
(3.137) 



Introduisons l'operateur ft qui agit multiplicativement sur les etats \x) 

Cl\x) = n(x)\x) . (3.138) 
En introduisant (3.138) et (3.135) dans (3.134) avec tj+i — tj = r Vi = 0, . . . , n on a 



Pa(xo,t \x,t) = lim / dxi...dx n (x 



e -m e -TG 



x 1 ){x 1 \ . . . \x n ){x n \ 



tU-tGo I 



e e 



(3.139) 

La relation de fermeture J R dx \x) (x\ = 1 pour chaque integration conduit a 



, , / (*-*o) r> (t-t ) „ 

P n (xo,tok,t) = (xo\ lim e "+ 1 e »+i 00 
La formule de Trotter permet d'evaluer la limite (3.140). 



n+1 



X 



(3.140) 



Theoreme 3.1 (Formule de Trotter) Soient A et B deux operateurs lineaires (qui ne 
commutent pas en general, [A,B] ^=0), alors 8 



yen-en l 



lim ' Q " Q " ^ — 



(3.141) 



Ce theoreme sera demontre plus loin. En utilisant (3.141) dans (3.140) on obtient fina- 
lement 



Pn(x ,t \x,t) = (x |e-(*-*°) G |x), 
G = G + n, 

d'ou l'equation differentielle pour Pn(xo,to\x,t) 



d d 2 

— Pa(x ,t \x,t) = D-^Pn(x ,to\x,t) - n(x)P n (x ,t \x,t), 
Pn(x ,t \x,t = t ) = S(x-x ). 



(3.142) 
(3.143) 



(3.144) 



Pour les conditions precises de validite de la formule, consulter [Si] . 
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Le cas particulier du mouvement brownien s'obtient naturellement en posant Q = 0. Dans le 
cas ou il y a une absorption £l(x) / 0, la probabilite de survie de la particule dans l'intervalle 
t — to, quel que soit son point d'aboutissement, est J R dx Pq(xo, to\x,t) qui reste inferieure 
a 1. Pft(xo, to\x,t) ne represente done plus une probabilite conditionnelle normalisee. 

L'importance de ce resultat tient au fait qu'il reduit le calcul d'une integrale fonctionnelle 
a la recherche d'une solution d'une equation different ielle partielle. Reciproquement, toute 
equation differentielle du type (3.144) a pour solution l'integrale fonctionnelle 

dWe-^o dt '^\ (3.145) 

Jxo,to 

La formule (3.145), resolvant (3.144) s'appelle formule de Feynman-Kac. Dans le cas ou la 
fonctionnelle dont on veut calculer la moyenne n'est pas de la forme (3.133), il faut recourir 
a la theorie generale des integrates fonctionnelles gaussiennes et leurs perturbations. 

On demontre ici la formule de Trotter pour des operateurs bornes. Avec les precautions 
mathematiques appropriees, elle reste valable pour les operateurs qui sont non bornes tels 
que (2.58). 



Preuve (Formule de Trotter) Cette preuve se limite au cas d'operateurs A et B 
bornes. Notons (p les elements de 1' espace vectoriel ou l'operateur A agit. La norme || • || 
est definie par \\A\\ = supn^n^ ||^||. Elle verifie les inegaltes 

||^5|| <||A||||5||, (3.146) 
\\A + B\\ < \\A\\ + \\B\\. (3.147) 



Posant 



„ A+B A B , 

C = e~, D = e~e-, (3.148) 



il faut montrer que lim^oo \ \C n — D n \\ = 0, e'est-a-dire que la distance entre C n = e A+B 
et D n tend vers si n — > oo. Comme par hypothese A et B sont des operateurs bornes, 
alors il existe a £ R et b 6 ]R tels que 

H^ll < a, \\B\\<b. (3.149) 

On a 

C=l + ±±£ + o(±), (3.150) 



n \n 

-( 1 ^ +0 (^)( 1+ ! +0 (^- + — +0 ^'' (3 - 15i; 

done 

W C -D\\=o(±). (3.J52) 
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De plus 



licil - £ 

fc=0 

(3.147) — 1 \\f A i 



X 1 ( A + B \ k 
k\\ n ) 



< 



^ k\ 

k=0 



(3.146) ~ 1 ||,4 + ff|| fc 

- ^fc! r 

k=0 

\\A+B\\ 



rr 



et de la meme fagon 



Ainsi pour n > 1 



(3.147) |A|| + ||B| 

< e » 



\\D\\ = 



(3.146) 
< 



^ k\n k ^ k\ n k 

k=0 k=0 



E 



fc=0 
(3.147) 00 



1 

A;! n fe 



E 



fc=0 



1 B k 
k\ n k 



fen 00 



< 



fc=o 

(3.146) 00 



^ k\ n k ^ 



k=o 

\k 00 



1 \\B k 

~k\ 



rr 



\\C n -D n \ 



~~, v 1 \\A\\ k ^ 1 ||B|| fc 

k=0 k=0 

Mil JHJ1 
= e « e « 

l|A|| + ||B|| 

= e " 



^C^C -D)D n - 



■>n— fc | 



n—ki 



k=l 
(3.147) " 

< £||C fc - 1 (C-£))D 

fc=i 

(3.146) " 

< \\c-d\\J2\\c \\W D 

k=i 

(3.146) " 

< ||C- J D||£||C|| fc - 1 || J D|r- fc 

k=l 

(3.153) 

(3.154) „_ 

< ||C-£)||ne— 

(3-149) 

< \\C-D\\ne— 



-(U\\+\\B\\) 



-(a+b) 



(3.153) 



(3.154) 



(3.155) 

Etant donne que par (3.152) ||C - D\ \ = O et que 2=1 = O (1), alors (3.155) devient 



|| C n_ jD r 



n 



(3.156) 
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done on a bien linin^oo \ \C n — D n \\ = 0, ce qui acheve la preuve. ■ 



Remarque (Integrate de Feynman) On remarque a nouveau l'analogie avec le forma- 
lisme quantique si on identifie le generateur G de (3.143) a l'hamiltonien H = — + 
V(x) d'une particule quantique dans un potentiel V{x). Cette analogie se prolonge en 
termes d'integrale de chemin en mecanique quantique. Dans ce cas, on peut montrer que le 
propagateur quantique 

[/(Mo) = e~^ H = e i(t - t0) («-^)) (3.157) 
est donne par le noyau de l'operateur devolution (3.157) 

(x\U(t,to)\x ) = I*'* D[s(-)] ei s ^\ (3.158) 

avec 

S(x(.)) = j\s (± m (J-x(s) 

Taction classique. 9 Cette formulation est adaptee a l'etude semi-classique des phenomenes 
quantiques. 

Le propagateur quantique (3.157) peut etre obtenu comme prolongement analytique du 
propagateur brownien (3.136) 

Tt _ tQ = e -(t-to)G = e (t-to)(D^-Cl( x) ) (3 16Q) 

dans le plan complexe des temps, precisement en evaluant (3.160) sur l'axe des temps 
purement imaginaires. 

Malgre les analogies, l'interpretation et les statuts mathematiques de l'integrale de Wie- 
ner et de Feynman sont tres differents. L'integrale de Wiener effectue une moyenne associee 
a un poids de probabilite gaussien, et possede un sens mathematique bien defini. Le propaga- 
teur brownien decrit revolution irreversible d'une densite de probabilite classique. L'integrale 
de Feynman, qui ne fait intervenir que des phases, n'a pas d'interpretation probabiliste. Le 
propagateur quantique decrit revolution reversible d'une amplitude de probabilite quantique. 
On peut dire de la formule (3.158) que l'amplitude de probabilite de trouver une particule 
quantique en x au temps t est donnee par superposition lineaire d'etats qui contribuent 
chacun avec un facteur de phase ei s ^ x< -'^ correspondant a une trajectoire classique possible 
joignant xq a x dans le temps t — to. Alors que les realisations des chemins browniens sont 
en principe physiquement observables, ce n'est pas le cas des trajectoires qui interviennent 
dans l'integrale de Feynman a cause des relations d'incertitude qui interdisent une determi- 
nation jointe arbitrairement precise de la position et de la vitesse d'une particule quantique. 
Le calcul de revolution quantique sous forme de l'integrale fonctionnelle (3.158) requiert de 
delicates integrations de fonctions oscillantes. o 



- V(x(s)) 



(3.159) 



9 Le noyau de l'operateur d'evolution donne par (3.158) permet d'obtenir la fonction d'onde ip{x,t) grace 
a i(>(x,t) = (x\ip t ) = / R di {x\U(t,t )\x ) (xo\ip). 
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3.7.3 Polymeres comme chemins browniens 

Nous revenons a l'exemple de la chaine moleculaire aleatoire traite dans la section 1.1.6. 
Nous voyons qu'une telle chaine, dans la limite du continu, peut etre assimilee a un chemin 
brownien r(s), 0<s<N,ouN^>l est le nombre de monomeres constituant la chaine. En 
exploitant 1 'integration fonctionnelle, on peut aussi ecrire l'equation (1.78), obtenue lors de 
P etude des polymeres, sous la forme P(r) = dW , avec dW donne par (3.129). Cette 
ecriture permet aisement de generaliser au cas du polymere soumis a un potentiel exterieur, 
ou encore au cas de la repulsion a deux corps et a courte distance entre les monomeres 
de sorte que deux monomeres ne peuvent occuper la meme position dans l'espace (volume 
exclu). Dans le premier cas, chaque monomere est suppose soumis a un potentiel exterieur 
V(r), et dans la limite du continu, un segment infinitesimal d'un polymere de forme r(s) est 
soumis au potentiel V(r(s))ds. Ainsi, a l'equilibre thermique, la distribution de l'ouverture 
de la chaine r est donnee par Pintegrale fonctionnelle (a un facteur de normalisation pres) 



Jo,o 

qui, par la formule de Feynman-Kac, peut etre etudiee a l'aide de l'equation differentielle 
associee. 

Absorption de polymeres sur une membrane 

Une membrane plane donne lieu au potentiel V(x) (cf. Fig. 3.5), ou e x est la direction 
perpendiculaire au plan de la membrane (r = (x,y, z)) : 

V(x) — > oo, x — > — oo (la membrane est impenetrable), 

V(x) a un puits de potentiel (la membrane exerce une attraction), 

V(x) = 0, x > xq (la membrane n'a pas d'effet a grande distance). 



FlG. 3.5 — Potentiel definissant la membrane avec l'energie Eq de l'etat fondamental du polymere. 

Tenant compte que la constante de diffusion associee au probleme des polymeres est 
D = a 2 /6 (voir section 1.1.6), on conclut de (3.143) qu'en presence de la membrane 




(3.161) 



V(x) 

A 




■x 



P v {0\r,N) = c N (0\e 



-NG 




(3.162) 
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ou le generateur du processus G est 

a 2 a 2 ( d 2 d 2 d 2 \ 

G = -_A + P V = -- + w + gp) + (3.163) 

Py(0|r, AT) s'exprime en terme des fonctions propres \I/ a et energies propres E a de G par 

Py(0|r,AT) = c N ^~ N Ea ^ a (0)^ a (r). (3.164) 

Pour resoudre Pequation aux valeurs propres G^ a = E a ^ a on impose des conditions de 
bord periodiques sur une distance L dans les directions y et z si bien que 

Qikyy gikzZ 69 

W a (x,y,z) = ip n (x)— y=—- j=r, E a = e n + -^(k y + k z ), (3.165) 

ou ky = 2irn y /L,k z = 2irn z / L,n y , n z £ Z, sont des nombres d'onde et ip n , e n , n £ N, sont 
les etats et energies propres du probleme unidimensionnel 10 

a 2 d 2 

- — -^4> n {x) + f3V{x)4) n {x) = e n 4) n {x), e < ei < e 2 < • • • . (3.166) 

Considerons la distribution de l'extension du polymere Py (0|x, 0, 0, N) dans la direction 
x perpendiculaire a la membrane pour N S> 1. Dans cette limite, il est clair que le terme 
dominant de la somme (3.164) correspond a 1' etat fondamental n = n y = n z = d'energie 
Eq = eo : 

P v (0\x,0,0,N) ™ c N e- eoN ^ (0)^{x,0,0) 

(x djvVo(0)Vo(^), (3.167) 

puisque selon l'Eq. (3.165), ^o(x,0,0) est proportionnelle a l'etat fondamental ipo( x ) de 
l'equation (3.166) et dm est une constante independante de x. La distribution de l'extremite 
d'un polymere selon x est done determinee par le comportement de ipo (x). Puisque le 
potentiel s'annule pour x > xq on conclut de (3.166) qu'a la normalisation pres 



tpo(x) ~ exp [ — J ^y-x ] , x > xq. (3.168) 



Ainsi a I y / 6|eo| represente la longueur typique au-dela de laquelle la probability de trouver 
la seconde extremite d'un polymere attache a la membrane est negligeable, et donne done 
Pepaisseur de la couche d'absorption. 



Polymeres auto-repulsifs 

Dans le cas ou on tient compte d'une repulsion entre les monomeres, on aura a considerer 
l'integrale fonctionnelle 

/ dW e" f/(f ds l fo^i V(r(si)-r(s 2 )) (3.169) 
JOfi 

10 On peut egalement imposer une condition de bord pour x grand (x xo) de sorte que le spectre soit 
entierement discret. 
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ou V(r(si) — r(s2))dsids2 est le potentiel repulsif entre deux segments infinitesimaux de 
la chaine. En presence d'une telle repulsion on peut s'attendre a une loi de fluctuation de 
l'ouverture de la chaine du type 

<r 2 > oc N 2u , (3.170) 

ou l'exposant v est situe entre 1/2 et 1. Le cas v = 1/2 traduit un comportement diffusif pour 
lequel les interactions entre monomeres sont negligeables ; u = 1 caracterise un polymere 
dans lequel l'interaction entre les monomeres est sufnsamment repulsive de sorte que ces 
derniers s'eloignent autant que possible les uns des autres et forment une chaine rigide. Si 
v = 1 l'ecart-quadratique moyen est du meme ordre que le nombre de monomeres N, ce qui 
signifie que le polymere s'etend dans une seule dimension pour former une chaine lineaire 
de longueur Na. Soit d la dimension de l'espace, alors les effets de volume exclu introduits 
par la repulsion entre monomeres menent aux relations universelles 



r 



v = < 



3 
4' 



d = l, 
d = 2, 
0.588..., d = 3, 
\, d>4. 



(3.171) 



L'universalite manifeste le fait que (3.171) ne depend pas de la forme explicite du potentiel 
repulsif entre les monomeres. En dimension superieure a 4, on sait que les points d'intersec- 
tion d'un chemin brownien avec lui-meme forment un ensemble de mesure nulle, de sorte 
qu'une repulsion a courte distance demeure sans effets. Par consequent, en dimension d > 4 
l'exposant v reste egal a 1/2 (voir [Ma] chapitre 4 pour des developpements sur le sujet). 



3.8 Processus a loi large et diffusion anormale 

Cet expose est inspire de la reference [Ba]. On trouvera une revue tres complete sur les 
processus de Levy et leurs applications en physique dans la reference [Bo]. 

3.8.1 Mouvement brownien et loi des grands nombres 

Le mouvement brownien est caracterise par le fait que la distribution du deplacement 
de la particule y = X2 — x\ (c'est-a-dire 1 'increment du processus) dans un pas de temps r 
est donnee par l'Eq. (1.21) 

i ( 



La propriete de Markov equivaut a dire que les increments sont independants, tous distri- 
bues par la meme loi P(y). La distribution (3.172) donne une probabilite tres faible aux 
increments de grande amplitude : ils sont tous statistiquement de l'ordre de grandeur de 
la variance a = y/2Dr. Une telle loi, de variance finie, est dite etroite. Si Ton considere 
le processus brownien x(n) en temps discret (n = 0, 1, . . . indexe les pas de temps), nous 
savons que la probabilite de trouver la particule (issue de l'origine) en x apres n = tjr 
intervalles de temps est 



„2 



P(x,n) = exp -— — , (3.173) 
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qui conduit au comportement diffusif 

^/(x(n) 2 } = V2L»rn. (3.174) 

En fait, 

n 

x(n) = x n = ^y n , yi = x i+1 -Xi, x = 0, Xj+i = x, (3.175) 
i=i 

est la somme de n variables aleatoires independantes et equidistribuees (les n increments 
successifs). En introduisant u n = x n /yjn : on voit de l'Eq. (3.173) que la distribution nor- 
malises de u n est une gaussienne independante de n et ceci a fortiori pour n — > oo. On a 
la un cas particulier de la loi des grands nombres qui affirme que les fluctuations (apres 
changement d'echelle y/n) 

U n = 1= (3.176) 

vn 

d'une somme x n = Y^i=i Vi ^ e n variables independantes et identiquement distributes 
selon une loi P(y) possede une distribution gaussienne lorsque n — > oo. Le theoreme est 
valide sous Phypothese que le premier moment (y) = J dyyP(y) et le second moment 
(y 2 ) = / &Uy 2 P{y) de P(y) sont finis. Le theoreme se formule precisement sous la forme 

1 f Ub ( u 2 \ 

lim Prob{u a < u n < ug) = - / du exp I ^ , (3.177) 

n ^°° V^Ka J Ua V 2(7 ) 

ou <r = yj (y 2 ) — (y) 2 est la variance de P(y) : il est remarquable que la distribution li- 
mite (3.177) ne depende que de a et non des details de P(y). Le resultat (3.177) signifie 
que les realisations typiques de Pecart de la somme x n a sa moyenne se comportent comme 

x n ~ (x n ) n ~°° \/n, (3.178) 
qui est conforme a la loi de la diffusion. 



3.8.2 Processus de Levy 

Un processus a increments independants a loi large qualifie la situation ou le second 
(et eventuellement le premier) moment de P(y) est infini. Un exemple est donne par la 
distribution de Cauchy 

^ = WTWy <> 5 °- < 3 - 179) 

La particule a alors une probability appreciable d'accomplir un deplacement (vers la droite) 
important en un seul pas de temps. La loi des grands nombres n'est plus valable sous sa forme 
habituelle et les fluctuations de la somme x n montrent des proprietes tout-a-fait nouvelles. 
En particulier on sort du cadre des equations de Fokker-Plank puisque les hypotheses qui 
y conduisent (existence d'un second moment fini, voir section 3.1) ne sont plus verifiees. 

Considerons un processus de Markov homogene x(n) avec pas de temps discrets, n = 
0, 1, 2, . . ., et a valeur positive. Les increments y n = x(n+l) — x(n) sont egalement positifs 11 . 



11 Nous choisissons cette classe en vue des applications. Les considerations se generalisent aux processus 
avec increments de signe quelconquc. 
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La probability de transition du processus est determinee par la donnee de la distribution 
d'un increment P(y) 

[ y, y = X2 — x\ > 0, 
P(x 1 ,n\x 2 ,n + 1) = < ' (3.180) 

I 0, y < 0. 

La probability P(x, n) que le processus x(n) prenne la valeur x apres n pas s'obtient par 
usages successifs de l'equation de Chapman-Kolmogorov 

rx PX2 

P(x,n) = / dx n -±... dxi P(xi)P(x 2 — xi) . . . P( ), x > 0, (3.181) 

Jo Jo 

ou l'on a tenu compte dans les limites d'integration que les increments sont positifs. Pour 
etudier la convolution multiple (3.181), il est utile d'introduire la transformee de Laplace 
qui transforme un produit de convolution en un produit algebrique, c'est-a-dire 

/•oo 

P(s) = / dye-yp(y), (3.182) 
Jo 

P{s,n) = H dxe~ sx P{x,n) (3 = 1} P(s) n . (3.183) 
Jo 



La distribution P(y) sera caracterisee par son comportement asymptotique 

b 



Si < fi < 2 le second moment (y 2 ^ diverge et la loi est dite large (si < fx < 1 le premier 
moment diverge egalement). Si fi > 2 le second moment est fini, la loi est dite etroite et 
la loi des grands nombres (3.177) est valide. Le cas jj, = 1 correspond a la distribution de 
Cauchy (3.179). 

Meme si le second moment est infini, on peut encore poser la question analogue au 
contenu de l'Eq. (3.177) : existe-t-il un recentrage a n et un changement d'echelle \ n tels 
que 

Un = (3.185) 

possede un distribution limite lorsque n — > cxd ? La reponse est affirmative, le resultat pour 
le cas < jj, < 1 etant 

pup 

lim Prob(u a <u n < ug) = / duLnb{u), (3.186) 

n -°° Ju a 

avec 

u n = < ii < 1. (3.187) 

II est remarquable ici que la distribution limite L Mj fe(n), appelee loi de Levy, ne depende que 
des parametres \i et b qui caracterisent le comportement asymptotique (3.184) de P{y). La 
transformee de Laplace de L^fi(u) a l'expression simple 

L^ b (s) = exp (-6M _1 r(l - A*)*") (3.188) 

dont nous justifierons la forme plus loin (T(x) est la fonction d'Euler). Le resultat (3.186) 
avec (3.187) signifie que les realisations du processus se comportent typiquement comme 

x{n) n ~°° n 1 /". (3.189) 
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Puisque < [i < 1, sa croissance est beaucoup plus forte que celle du processus diffusif 
habituel de l'Eq. (3.174), et plus forte que le mouvement balistique x(n) ~ n. Par exemple 
pour = 1/2, x{n) ~ n 2 . Ceci tient au fait que les increments individuels peuvent etre de 
grande amplitude comme on le precisera dans la suite. 

Donnons un argument qui indique l'origine du comportement (3.187) mais qui ne consti- 
tue pas une preuve complete du theoreme 12 de l'Eq. (3.186). Considerons la variable u = 
x/X n dont la distribution normalisee est 

Q(u,n) = \ n P{\ n u,n). (3.190) 

II s'agit de montrer que Q(u, n) possede une limite pour un choix approprie de Pecheile \ n . 
En transformee de Laplace, on obtient 

Q(s,n) = 



A 



due su Q(u,n) 

n / due- su P(\ n u,n) 
Jo 

P(s/X n ,n) 
P{s/\ n )Y . 



(3.191) 



La troisieme egalite suit du changement de variable \ n u = x et la derniere de l'Eq. (3.183). 
On sait que le comportement de P{y) pour y — > oo est determine par celui de P(s) pour 
s — > 0. Si le comportement dominant de P(y) est de la forme (3.184), alors 

P(s) S ~° 1 - 6^-^(1 - ^)s M + o(s^), (3.192) 

ou le premier terme est du a la normalisation P(s = 0) = 1 et, formellement, la transformee 
de Laplace de y~^ 1+lx \ apres changement de variable sy = y' , donne lieu au terme d'ordre 
si*. On conclut de l'Eq. (3.192) que 

Q(s,n)= [1- bfi-^l - Li)(s/\ n Y + o(s/\ n y)] n (3.193) 

possede une limite si Ton fait le choix A n = n 1 ^ : 



lim Q(s,n) 



lim 

n^oo 



6/i _1 r(i - n)si 



+ 



n 



n 



exp (-6/x _1 r(l - n)^) , 



(3.194) 



d'ou le resultat (3.188). Notons que L^^s) ~ 1 — b[i~ T(l — /u)s M , s —>■ 0, implique que la 
distribution de Levy ~ ~rfji, u —> 0, a la meme decroissance (3.184) que P(y). Dans 
le cas n = 1/2 la distribution de Levy a la forme explicite 

L1/2M = -\n^ b2,u i «>°> £i/2,6(«) = o, u<o. 



u 



(3.195) 



Une analyse similaire peut etre faite pour les cas 1 < fj, < 2 : ils conduisent aux diffusions 
anormales suivantes : 



x(n) ~ nlnn, fx = 1, 

x(n)-n{y) ~ 1 < fi < 2, 

x(n) — n(y) ~ Vn In n, fx = 2. 



(3.196) 



In n, 

Nous ne discutons pas ici les distributions de Levy correspondantes. 

12 Pour plus de details mathematiques, consulter [Ba, Bo] et les references citees dans ces ouvrages. 
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3.8.3 Vols de Levy 

Les increments du mouvement brownien, ou d'une maniere generale d'un processus a 
loi etroite, sont tous du meme ordre de grandeur : la variance de la loi. La situation est tres 
differente quand on a affaire a une loi large. Posons la question : quelle est la probability 
V(y, n) d'observer un increment y >y, tous les autres etant inferieurs a y. Cette probabilite 
est 

Q(y,n) = nQ{y){\ - Q{y)) n ~\ (3-197) 

ou 

r-oo 

Q(y)= _ dyP(y) (3.198) 

est la probabilite d'obtenir un increment superieur a y. En effet, Q(y)(l — Q(y)) ra_1 est 
la probabilite d'obtenir exactement un increment superieur a y dans une sequence de n 
increments et le facteur n tient compte du fait que ce dernier peut survenir a n'importe 
quelle etape du processus. 

La valeur la plus probable y n de l'increment maximal s'obtient en maximalisant Q(y, n) : 

^Q(V,n) = n[(l-Q(y)r- 1 -(n-l)Q(y)(l-Q(y)r- 2 ] ±Q(y) 

= -n[l-Q(y)] n - 2 [l-nQ(y)}P(y,n). (3.199) 
Cette quantite s'annule lorsque 1 — nQ(y) = 0, done y n verifie la relation 



/ 

J u 



oo 1 

dyP(y) = -. (3.200) 



v n n 



L'evaluation de y n pour le mouvement brownien conduit avec l'Eq. (3.172) a 



1 1 f°° , / y 2 \ n^oo [2 a ( 
- = —=- \ dy exp ( J ^ \ exp - 



(3.201) 



d'ou 

y n <T\/21nn. (3.202) 



On voit que la taille de l'increment maximal ne croit que tres lentement au cours du temps. 
Les choses sont tres differentes pour une loi large. On peut estimer l'ordre de grandeur de 
y n pour n — > oo en remplagant P(y) dans l'Eq. (3.200) par son comportement asymptotique 
de l'Eq. (3.184) : 

b b 1 



i r 

--/ ^7^7 = 7:7^7' (3-203) 



ce qui conduit a 

y n n ^°° n 1 ^. (3.204) 

En comparant a l'Eq. (3.189), on constate que l'increment maximal est du meme ordre de 
grandeur que le deplacement total x(n) apres n pas, et la chance d'observer un tel incre- 
ment au cours de ce deplacement est appreciable puisque selon les Eqs. (3.197) et (3.200), 
Q(y,n) = (1 — l/n) n ~ l ~ e _1 > 0, n — > oo. Pendant une realisation typique, le mouvement 
de la particule jusqu'au point x(n) s'effectue done essentiellement par un petit nombre de 
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sauts d'amplitude proportionnelle a n 1 ^, appeles vols de Levy. On dit aussi que la statis- 
tique du processus est dominee par les evenements rares. La situation est illustree par les 
figures 3.6 et 3.7 ou Ton a simule une marche au hasard dans le plan, dont la longueur des 
increments y > est distribute selon la loi 



P(y) = 0{y - y ) 



y 



(3.205) 



L'angle d'un increment est equidistribue dans l'intervalle [0, 2tt]. La figure 3.6 correspond a 
la loi etroite fx = 3 et la figure 3.7 a la loi large n = 3/2. 







-50 


r 5 ^ 
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FlG. 3.6 — Marche au hasard pour fx — 3 et yo = 5. 
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FlG. 3.7 — Marche au hasard pour fi — 3/2 et yo = 5. 
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3.8.4 Applications 

On a pris conscience assez recemment que nombre de situations physiques se rapportant 
aux proprietes de relaxation et de transport doivent etre decrites par des processus a loi 
large, voir [Bo]. Ce type de processus apparait en particulier lors de l'etude de la marche 
aleatoire d'une particule en milieu desordonne. On presente ici un modele simplifiee et 
generique appele cascade d'Arrhenius. 



La cascade d'Arrhenius 

On considere une particule se deplagant (a une dimension) dans un potentiel V(x) 
constitue d'une suite de n puits etages du type de la figure 3.2 (voir la figure 3.8). 




FlG. 3.8 — Modele de la cascade d'Arrhenius. 



Les puits sont separes par des barrieres de potentiel d'amplitude Fj > 0. La particule 
sub it une diffusion ordinaire dans le potentiel V(x), telle que regie par les equations de 
Kramers (cf. Sect. 3.5). Les fluctuations thermiques font passer la particule du ieme au 
(i + l)eme puits apres un temps de sejour moyen dans le ieme puits donne par (formule 
d'Arrehnius (3.92)) 

T . = To e^ Vi . (3.206) 

Ici ro est une constante de temps que Ton prendra identique pour tous les puits 13 . Lorsque 
les barrieres sont elevees et la temperature basse, on peut negliger les transitions ou la 
particule franchirait plusieurs barrieres simultanement ou retournerait au puits precedent. 
Ainsi le temps total necessaire pour franchir n barrieres est 

n 

T{jl) = Y j T i . (3.207) 
i=i 



En realite, a cause du mouvement diffusif de la particule, n a des fluctuations dont nous ne tenons pas 
compte ici. 
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On introduit maintenant l'effet du milieu desordonne en declarant que les barrieres Vj sont 
des variables aleatoires (positives) independantes distributes selon la loi exponentielle 



F(V) = 




(3.208) 



ou Eq est un energie caracteristique. Ainsi r(n) de l'Eq. (3.207) devient un processus avec 
increments independants sur l'axe du temps dont les pas correspondent aux franchissements 
successifs des barrieres. La distribution d'un increment P(t) est induite par les Eqs. (3.206) 
et (3.208) utilisant P(r)dr = F(V)dV : 

P(t) = F(V(t))^-(V(t)), V(t) = k B T In (r /r ) , r > r , (3.209) 
ce qui conduit a 

P(r) = M^fe, A* = -|-, t>t . (3.210) 

Le comportement asymptotique du processus est done regie par la temperature T. Si k B T > 
2Eq on a une loi etroite. Si k B T < 2Eq la loi devient large, en particulier fe^T < Eq 
correspond au vol de Levy traite dans les sections precedentes. Le temps total r(n) ~ 
n E /k B T n ' es t p as proportionnel au nombre de barrieres franchies mais croit beaucoup plus 
rapidement. De plus il est realise par quelques longs sejours du meme ordre de grandeur 
n E /k B T j ang un pg^jt nombre de puits. 



Le refroidissement laser 

Donnons un autre exemple qui provient de Petude du refroidissement optique d'un gaz 
d'atomes par emission et absorption de photons. Si p designe la quantite de mouvement 
d'un atome, un phenomene qui empeche d'amener l'atome au repos est l'emission sponta- 
nea. Celle-ci se produit aleatoirement et conduit au passage de la quantite de mouvement 
atomique p a un etat p' = p + Kk ou Kk est la quantite de mouvement du photon emis ou 
absorbe lors d'une transition atomique d'energie ftw = hc\h\. Les fluctuations de la quantite 
de mouvement Ap ~ h\k.\ qui en resultent (bruit quantique) donnent lieu a une tempera- 
ture effective T R ~ (Ap) 2 /2k B m ~ (h\k\) 2 /2k B m qui apparait comme un limite absolue au 
refroidissement laser. II est cependant possible de franchir cette limite en exploitant judi- 
cieusement les proprietes de l'interaction entre l'atome et les photons. Nous nous referons 
a l'ouvrage [Ba] pour une description complete de ces phenomenes. Nous nous bornons a 
indiquer brievement comment la statistique de Levy intervient favorablement dans cette 
situation. 

On assimile revolution de la quantite de mouvement de l'atome a un processus stochas- 
tique (markovien) p(t) qu'on suppose ici unidimensionnel pour la simplicite. Le processus 
est gouverne par Pequation maitresse pour la densite de probabilite p(p,t) de la forme (voir 
l'Eq. (4.10)) 14 : 

-p(p, t) = / dp' [W(p'\p)p( P ',t) - W(p\p') P (p, t)] . (3.211) 



Ici le processus est a valeurs continues et les sommes sur les etats sont remplacees par des integrates . 
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Les taux de transition W(p'\p) et W{p\p') doivent etre calcules a partir de la dynamique 
quantique de l'atome en interaction avec les photons. Introduisons la probabilite T(p) par 
unite de temps de transiter de l'etat paun etat p' / p quelconque 



r(p) = j dp'w( P \p') = : ^-. 



(3.212) 



T(p) est l'inverse du temps de vie de l'etat p. Les taux ont les caracteristiques suivantes. 
1. Pour p et p' petits, le taux de transition de p a p' est independant de p' et 



W(p\p') = cT(p), |p|,|p'|<po. 
2. T(p) s'annule quadratiquement en p = : 



r(p) ~ 7p , 7 > 0. 



(3.213) 



(3.214) 



Cette particularite joue le role crucial pour le controle du bruit quantique du a l'emission 
spontanee. Elle peut etre realisee physiquement en beneficiant des proprietes de l'interaction 
atome-photons pour creer un «etat noir» ou les processus d'emission et absorption sont 
stoppes. 

On congoit alors que le voisinage de p = constituera un «piege» pour la quantite 
de mouvement. En effet les realisations typiques du processus p(t) ainsi definies ont Fai- 
lure donnee dans la figure 3.9. pit) accomplit des sauts aleatoires, mais si p(t) atteint le 
petit voisinage de zero Iq = [— po,Po] les temps de residence entre des sauts consecutifs 
Ti, T2, T3, . . . dans cet intervalle excedent de beaucoup le temps d'attente qu'on observe 
entre deux sauts lorsque p(t) est hors de cet intervalle. Ce phenomene est naturellement 
du, selon l'Eq. (3.214), a la forte suppression du taux de transition au voisinage de p = 0. 
On peut alors s'interesser a la statistique des temps de residence lorsque pit) appartient a 
I (cf. Fig. 3.9). 

p(t) 
A 



-Po 



< S ^12^ < ^ 



->t 



T5 



FlG. 3.9 — Refroidissement laser et statistique des temps de residence. 
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Comme T{p)dt est la probabilite de quitter p dans le temps infinitesimal dt, la probabilite 
que p(t) demeure constant egal a p pendant le temps r entre deux sauts est 

U(p,r)=T(p)e~ r ^\ (3.215) 

quantite qu'il faut encore moyenner sur toutes les realisations possibles du processus. II est 
raisonnable de supposer que les valeurs de p sont equidistribuees dans Iq. La distribution 
du temps passe entre deux sauts dans Iq est alors 

P(r) = ~- / dpU(p,r) = — / dpT(p)e- T ^. (3.216) 

En utilisant le comportement de l'Eq. (3.214), puis faisant le changement de variable u = 
/ yp 2 T, on obtient l'expression asymptotique 

Si on considere le temps de residence total r(n) = Ya=i Ti ^ ans -^ ' on vo ^ °L ne r ( n ) est 
un processus de Levy dont les increments sont distribues par la loi large de l'Eq. (3.217) 
correspondant a la valeur fi = 1/2. Nous savons selon l'Eq. (3.189) que le temps de residence 
total d'un atome dans Iq croit comme r(n) ~ n 2 . Ce temps doit encore etre compare a celui 
que p(t) passe a faire des excursions hors de Iq. Si ce dernier a une croissance inferieure n 2 , 
on pourra conclure que la majorite des atomes atteindra Petat de quasi repos p G Iq (se 
reporter a [1] pour une discussion de ces points). 



Chapitre 4 

Equations maitresses 



Les equations maitresses sont une autre specialisation des relations de Chapman-Kol- 
mogorov qui s'applique au cas d'un processus de Markov homogene a valeurs discretes note 
n(t) (il s'agit d'un cas different du mouvement brownien qui etait considere comme continu). 

Par exemple, n(t) peut representer le nombre de particules au temps t (photons, noyaux 
radioactifs, molecules dans une reaction chimique), le nombre de personnes dans une file 
d'attente ou encore le nombre de personnes infectees par une maladie (modeles d'epidemie), 
etc. 

D'une maniere generale, le systeme possede un ensemble d'etats S distingues par une 
indexation appropriee (par exemple, configurations de particules ou de spins sur un re- 
seau, etats propres d'un systeme quantique). Dans la suite, on adoptera encore la notation 
generique n pour l'indexation de ces etats et n(t) pour le processus correspondant. 

n(t) 
A 



4 
3 
2 
!■ 



> t 



FlG. 4.1 — Representation d'un processus discret n(t). Remarquons que nous n'excluons pas 1'existence 
d'increments de plus d'une unite caracterises par un temps U tel que \n{U) — n(U-i)\ > 1. 



4.1 Derivation de l'equation maitresse 

Nous considerons un processus de Markov homogene sur un ensemble d'etats S indexes 
par n. Nous proposons d'etablir une equation differ entielle, appelee equation maitresse, qui 
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regit la probabilite de transition P(ni|n 2 ,t) du processus avec P(ni|n 2 ,t = 0) = <5 ni>n2 . 
L'hypothese de base est celle de l'existence d'un taux de transition W(n\\n 2 ) de n\ a n 2 , 
n i 7^ n 2, defini par 



W(m|n 2 ) = lim P(ni | n2 ' f) = ^P( ni \n 2 ,t) 



(4.1) 

t=o 



Ce taux donne la probabilite par unite de temps d'avoir une transition de l'etat n\ a n 2 . 
Ainsi lorsque ri\ / n 2 et t — > 0, 

P(m|n 2 ,i) = W(ni,n 2 )t + o(t). (4.2) 

Pour deriver les equations maitresses, constatons d'abord que 

, . , f probabilite de rester en 1 . . „. 

P(m \n 2 ,At) = < A , a , ■ > 4.3 

I m durant At si n\ = n 2 j 



et 



Or 



^ _ , probabilite d'arriver en n 2 durant . 
" ' 1 At en partant de ni si rii / n 2 1 



probabilite de rester en 1 ( probabilite de partir 
n\ durant At si n\ = n 2 J [ de ni durant At 

= (l- W(m|n 2 )At) (4.5) 

ni 7^ri2 



et 1 



probabilite d'arriver en n 2 durant 1 , ... . . . , ,_ . . . . „. 

At en partant de n, si m * n 2 | = ^ " ^ 

Introduisant la probabilite a(ni) de quitter ni par unite de temps 

a( ni )= W(m|n 2 ), (4.7) 

"17^12 

on peut ecrire avec (4.5) et (4.6) 

P(ni|n 2 , At) = (1 - a(m)At)<5 ni , n2 + (1 - <5 ni , n2 )W(m|n 2 )At. (4.8) 

Puisque le processus est de Markov, les equations de Chapman-Kolmogorov dans le cas 
discret donnent 

P(m\n 3 ,t + At) = V P(m|n 2 ,t)P(n 2 ,t|n 3 ,t + At) 

" * ' 

" 2fc =P(n 2 |n 3 +At) 

( = 8) P(m|n 2 ,t)((l - a(n 2 )At)<5 n2 , n3 + (1 - 6 n2 , ns )W(n 2 \n 3 )At) 



n 2 SS 

= P(ni|n 3 ,t)-P(ni|n 3 ,t)a(n 3 )At+ P(ni|n 2 , t)W(n 2 |n 3 )At 



n 2 SS 
"2 7^3 



(4.7) 



P(ni|n 3 ,t)-P(m|n 3 ,t) >V(n 3 |n 2 )At+ ^ P(ni\n 2 ,t)W(n 2 \n 3 )At, 



n 2 SS n 2 SS 
n 2 ^n 3 "2 7^"-3 



1 Ici et dans la suite on omet d'ecrire le terme o(At) qui tend vers plus vite que At, lorsque At — > 0. 
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d'oii en reordonnant les termes en prenant la limite At — > 

^ o ^("il"3,* + At)-P(» 1 |n 3 , t ) = ^ ( p (ni | n2>t)W(na | n 3 ) _p (ni | n 3 >t)W(n3 | na) ). 



At 

V 

f -P(m|n 3 ,i) 



(4.9) 

On constate que le terme n>2 = de la somme (4.9) s'annule, ce qui permet d'omettre 
la restriction ni / n^? Si les conditions initiales sont aleatoires avec distribution Po(no), 
P(n,t) = J2 no eT,Po( n o)P( n o\ n it)i avec P( n it = 0) = Pn(w), satisfait encore a (4.9) par 
linearite. 

On omet desormais de noter explicitement la condition initiale si bien que l'equation 
maitresse s'ecrit 



(4.10) 




avec 



P(n,t = 0) = P (n). 



(4.11) 



Le premier terme du membre de droite de (4.10) represente un terme de gain pour l'etat 
n, tandis que le second membre une perte pour l'etat n. Plus precisement, les equations 
maitresses traduisent le fait intuitif suivant. En termes de probabilites, le gain par unite de 
temps de l'etat n provient des transitions de tous les etats n' , dont la probability d'occupa- 
tion est P(n',t), vers l'etat n et ceci avec taux de transition W(n'\n). Par contre, l'etat n 
se "depeuple" proportionnellement a sa probabilite d'occupation multipliee par le taux de 
transition vers chacun des autres etats n' . 




FlG. 4.2 — Interpretation des equations maitresses. Le taux de transition W(n\n') engendre une perte 
— P(n, t) Xin'es W(n|n') de l'etat n, tandis que W(n\n') est la cause d'un gain X^n'gs P{ n \ t)W(n'\n) de 
l'etat n. 



Si le processus est stationnaire, alors il existe une distribution P s (n) telle que pour tout 
temps t 

(P s (n')W(n'\n) - P s (n)W(n\n')) = 0. (4.12) 

n'es 

Un element important de la theorie est la recherche et la discussion des proprietes de 
l'etat stationnaire, s'il existe. Ce point sera repris la section 4.3. 



2 On peut alors assigner a W(n|n) une valeur arbitraire. 
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4.1.1 Processus "birth and death" 



Supposons qu'il soit possible de classer les etats dans £ selon un certain ordre lineaire. 
On note alors n + 1 et n— 1 les deux etats voisins de n. L'existence d'un tel ordre est evident 
si n 6 N represente un nombre de particules ou d'individus. On appelle processus "a un 
pas" ou "birth and death" la situation ou il n'y a transition qu'entre etats voisins dans un 
temps infinitesimal. Ceci s'exprime par le fait que les taux de transition sont tels que 



W(n|n') = 0, n'/nil. 



(4.13) 



Si par exemple n decrit une population, cette condition traduit le fait que lorsque At — ► 0, la 
probability que cette population s'accroisse ou diminue de plusieurs individus simultanement 
est negligeable. 

On note desormais W(n\n + l) = g n , W(n\n — 1) = r n et P(n,t) = P n (t). Les equations 
maitresses prennent alors la forme 



d 

— P n (t) = g n -\Pn-i{t) + r n+1 P n+1 (t) - (g n + r n )P n (t). 



(4.14) 



Les deux premiers termes du membre de droite de (4.14) representent un gain pour 
Petat n, tandis que le troisieme terme est une perte pour Petat n. 



• • • 






• • • 



FlG. 4.3 — La transition entre deux etats d'un processus a un pas ne se fait qu'entre plus proches voisins, 
a cause de la restriction W(n\n') =0Vn'^n±l. On note par g„ le gain, c'est-a-dire l'increment d'une 
unite du processus stochastique sachant que l'etat initial est n, et par r n la perte, c'est-a-dire le decrement 
d'une unite. 



4.2 Applications 

On admettra que tous les exemples de cette section peuvent etre traites dans le cadre 
des processus "birth and death". 



Exemple 1 (Processus de Poisson) On suppose que des evenements se produisent 
independamment au cours du temps avec la meme probabilite, et on etudie le processus 
n(t) 6 N = {0,1,2,...} qui est le nombre d'evenements survenus jusqu'au temps t. Par 
exemple, n(t) peut representer la longueur d'une file d'attente. On suppose de plus que les 
increments de n(t) ne se font que d'une unite au maximum par unite de temps. Ainsi, il 
s'agit d'un processus a un pas, croissant. II est caracterise par 




(4.15) 
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L 'equation maitresse se reduit a 

d 



at P n (t) = a(P n - 1 (t)-P n (t)). (4.16) 



On verifie facilement que 

Pnit) = { -^L e ~ at (4.17) 



n! 

est solution de (4.16), avec P n {t = 0) = 8 n ,0- (4-17) est la distribution de Poisson. C'est le cas 
particulier (3 = de la marche aleatoire asymetrique traite plus en detail dans Pexemple 2. o 



Exemple 2 (Marche aleatoire asymetrique en temps continu) Soit n(t) la position 
d'une particule sur un reseau Z, soient g n = a et r n = (3 Vrt les probabilites uniformes d'aller 
a droite ou a gauche respectivement, alors Pequation maitresse de la marche aleatoire en 
temps continu est 

^P n (t) = aP n _i(t) + (3P n+1 (t) - (a + (3)P n {t). (4.18) 
Cette equation maitresse peut etre resolue par la methode de la fonction generatrice 3 

G(z,t) = J2z n Pn(t). (4.19) 

Par consequent P n (t) est naturellement donne par le coefficient du terme z n dans le deve- 
loppement de Laurent de G(z,t). L'equation correspondante pour la fonction generatrice 
G(z,t) est 

(4.18) 



=G( Z) t) 

az+ ^ -a-/3^ G(«,t). (4.20) 

Pour determiner une solution, il faut encore fixer une condition initiale. Si la particule se 
trouve avec certitude au site ri\ en t = 0, la probability de transition P(n\\n, t) du processus 
satisfait a P(n\\n,t = 0) = S nit7l , ce qui correspond a 

G(M = 0) = £ Z \ ni =z ni . (4.21) 

On en conclut que la fonction generatrice correspondante est 

G(z, t) = z "i e (*z+§-*-P)\ (4.22) 



3 I1 ne faut pas confondre la fonction generatrice des moments de la definition 2.7 a la page 25 avec (4.19). 
Ce sont deux definitions differentes, mais qui ont neanmoins en commun de fournir les quantites d'interet 
comme coefficients de leur developpement en serie de puissances. 
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Cas totalement asymetrique (/? = 0) En faisant le developpement de Laurent de la 
fonction generatrice (4.22), on trouve 

P{0\n, t) = e" a *-^p = W{n, t), (4.23) 
P(m|n 2 ,t) = ^ 6 (n 2 -m)i ' «2^ni, (4 24) 

II est facile de verifier que W(n,t) et P(ni|n2,i) definissent un processus de Markov homo- 
gene qui est le processus de Poisson. 



Cas totalement symetrique (a = (3 = 1) Supposant la particule initialement a l'ori- 
gine, on a de (4.22) 

G(z,t) = e- 2t e( z+ ^) t . (4.25) 
Or e ( z + 1 / z ) t / 2 est la fonction generatrice des fonctions de Bessel modifiees I n (t) : 

oo 

e (z+i/z)t/2 = z n I n {t). (4.26) 

n=— oo 

On en deduit 

P(Q\n,t) =e- 2t I n (2t), (4.27) 

et on a P(0\n,i) = P(0\ — n,t) en consequence de la symetrie G(z,t) = G(l/z,t). I n (t) a 
le developpement en serie (que Ton peut tirer de (4.26)) 

oo /t\2k+n 

d'ou 

t n 

P(0|n,t)x— , t-»0. (4.29) 

Du comportement I„(t) x f* , t — > oo, on deduit 

v 2tti 

P(0|n,t) x -^=, i^oo. (4.30) 
V47rt 

La probability d'occupation d'un site quelconque n tend vers lorsque t — > oo : la particule 
s'echappe done a l'infini. o 



Exemple 3 (Disintegration radioactive) Soit n(t) la population de noyaux radioac- 
tifs, n € N. II s'agit d'un modele de perte uniquement avec g n = 0. Si 7 est le taux de 
disintegration pour un noyau, et que les noyaux se desintegrent independamment les uns 
des autres, on a r n = 772. L'equation maitresse du processus est 



— P n (t) = 7(n + l)Pn+i(t) - inP n {t). 



(4.31) 



4.2. APPLICATIONS 



87 



Cette equation maitresse peut egalement etre resolue par la methode de la fonction ge- 
neratrice (4.19), en etablissant une equation differentielle pour G(z,t) avec une condition 
initiale appropriee a P n (0). La fonction generatrice G(z,t) satisfait a 

P) / oo oo \ 

G(z,t) = 7 J> + l)* n Pn+i(t) ~ E nz " P «W 



dt 



\n=0 n=0 / 

= 1 {l-z)%-G{z,t). (4.32) 



dz 

La solution generale de (4.32) est une combinaison lineaire 



G(M) = X>n((^-l)e- 7 T • ( 4 - 33 ) 



n=0 



La solution particuliere correspondant a P n (t = 0) = 6 njJl0 c'est-a-dire G(z,t = 0) = z n °, 
est donnee par 

G no (z,t) = ((z-l)e-^ + l) no 

= (ze-^ + (1 - e-^)) no 



= ( n °)z n e^ tn (1 - e -^)" 0_n 

n=0 ^ n ' 



(4.34) 



On en deduit la probabilite 



P(n \n,t) = ('^ e -^(l-e-^) no " n , n < n , (4.35) 



de trouver n noyaux au temps t si la population initiale etait egale a tiq. 



Exemple 4 (Equilibre des photons et de la matiere) Soit n(t) le nombre de photons 
dans une enceinte au temps t, n(t) £ N. On suppose que ces photons sont monochromatiques 
et interagissent avec des atomes qui ont 2 niveaux energetiques E\ et E2. La conservation 
de l'energie requiert E\ — E2 = fttu, ou to est la frequence du photon. Les mecanismes de 
gain et de perte sont dus a remission et l'absorption des photons. 

Le terme de gain est 

9n = \ n + X = A(n + 1), (4.36) 
avec An traduisant remission induite et A remission spontanee. 
Le terme de perte est 

r n = fin, (4.37) 

qui decrit l'absorption par l'atome. On suppose de plus que les atomes emettent et absorbent 
independamment les uns des autres, done 

X = -yN El , V = lN E2 , (4.38) 

oil et Ne 2 sont les populations atomiques des niveaux E\ et E2. 7 est la probabilite 
par unite de temps d'emission ou d'absorption par atome, grandeur qui doit etre calculee 
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emission 



absorption 



E2 




transition g n : n — > n + 1 



E2 




transition r n : n — > n — 1 



FIG. 4.4 - Les photons emis par les atonies constituent un gain pour le systeme de photons n — » n + 1, 
tandis que ceux absorbes une perte n — ► n — 1. 

par la mecanique quantique. 4 L'equation maitresse est done 
d 

— P n (t) = AnP„_i(t) + n(n + l)Pn+i(t) - ((// + A)n + A) P n (t). (4.39) 

En realite, on devrait tenir compte que les populations atomiques Ne 1 et ./Ve 2 sont aussi 
aleatoires au cours du temps. Dans ce traitement on neglige les fluctuations AiV^ de ces 
populations, si bien que Ne { representent les populations moyennes au cours du temps. Si 
de plus on ne s'interesse qu'a une solution stationnaire, ces populations atomiques moyennes 
seront constantes. Dans ces conditions, A et (i sont des constantes et la solution stationnaire 
P£ est donnee par 

-) , (4.40) 

avec C £ R une constante de normalisation. En effet, en inserant (4.40) dans l'equation 
maitresse (4.39) on a 



P* = C 



\n ( + n(n + 1) (- 

.A 4 / VA 4 



n+1 / \ \ n 

-(( M + A)n + A)(-^ 
VA 4 

A n xn+1 vn+1 A « 

= n— j + {n + 1)—^- - (n + 1)— - n 



A 4 



A 4 



A 4 



A 4 



n-l 



= 0. 



(4.41) 



Supposons que cette solution stationnaire corresponde a l'equilibre thermique des atomes 
et des photons. On doit alors avoir en vertu de la statistique de Boltzmann 



A (4.38) Ne± -P(E 1 -E 2 ) 



A 4 N E2 
Ainsi (4.42) dans (4.40) donne 



ps (~i —fthwn 

r n — ^e , 



(4.42) 



(4.43) 



ce qui permet de determiner la constante de normalisation C avec la condition Y^=o P? = 1- 
En utilisant la serie geometrique 

C=l-e" /3 ^, (4.44) 



4 Le calcul quantique montre que ces taux sont les memes. 



4.2. APPLICATIONS 



89 



et par insertion de (4.44) dans (4.43) 

I»=(l- e"^) e -^ n . (4.45) 
La valeur moyenne (n) s du nombre de photons n dans l'etat stationnaire est donnee par 



oo 



(n) s = J^nP, 

d(-phu) 



n=0 



n=0 

ce qui est bien la distribution thermique d'un oscillateur harmonique quantique (statistique 
de Bose-Einstein) . L'effet purement quantique d'emission spontanee A dans (4.36) est abso- 
lument necessaire pour retrouver la statistique de Bose-Einstein des photons, comme l'avait 
deja note Einstein. o 



7 

Exemple 5 (Reaction chimique) On considere la reaction A^B avec taux de reaction 

7 et 7', et le processus n(t) = ns(t) € N le nombre de particules de l'espece B. On suppose 
qu'on est capable de maintenir le nombre de particules n A (t) de l'espece A a une valeur 
constante n A (t) = n A (par exemple par un flux de telles particules qui compense leur 
variation occasionnee par la reaction A <^ B). On a alors g n = jn A le taux de gain de 
molecules B, et r n = 7'n le taux de diminution du nombre de molecules B. L'equation 
maitresse est 

^P n (t) = -yn A P n -i(t) + 7 '(n + l)P n+1 {t) - ( 7 n A + Yn)P n (t). (4.47) 
On s'interesse au regime stationnaire et on trouve alors la distribution de Poisson 

P n = £e-\ A = ^n A . (4.48) 

En inserant (4.48) dans (4.47) on verifie en effet 

y^n— 1 A n ~^ A™ 

™ 7^3T)T e " A + 7 '^ n + ^ (^Tl)! 6 '" " (7nA + 7 ' n) ^[ e ~ A = °' (449) 

soit 

A™ A ra ^ 

— e- A (A 7 ' -in A ) + — e- x (jn A - A 7 ') = 0, (4.50) 

n! (n — 1)! 

ce qui impose la valeur A = ^n^, qui est le nombre moyen de particules B. La production 
de l'espece B est ainsi d'autant plus elevee que 7/7' est grand, un resultat intuitivement 
evident. o 
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Exemple 6 (Equation de Malthus-Verhulst) On considere une population de n 
individus n = 0,1,2,... occupant un territoire £1. Chaque individu a une probabilite par 
unite de temps a de mourir et (3 de se reproduire. De plus, a cause de la competition, 
chaque individu a une probabilite supplementaire de mourir (par unite de temps) egale a 
7(n— 1), proportionnelle au nombre des autres individus en presence. L'equation maitresse 
"birth and death" est definie par les taux de perte et de gain r n et g n proportionnels au 
nombre d'individus presents dans l'etat n, soit 

r n = an + ^n(n — 1), (4-51) 
9n = 0n, (4.52) 

d'ou l'equation maitresse du systeme 

^Pn(t) = /S(n-l)P n _i(t)+(a(n + 1) + ^n(n + 1)) P n+1 {t)-({(3 + a)n + 7 n(n - 1)) P n {t). 

(4.53) 

Cette equation est difficile a resoudre a cause du caractere non lineaire du taux r n . Dans 
la limite ou le territoire est tres etendu, on peut beneficier de ce grand parametre pour 
faire une etude asymptotique de (4.53). 

On va etablir une equation differentielle pour la densite de population et les fluctuations 
de population en se basant sur (4.53). La population occupant un territoire Q est extensive, 
done si (n(t)) est la population moyenne au temps t dans le territoire, 

Jim ^1 = p(t) (4.54) 

definit la densite de population au temps t. On peut considerer ensuite les fluctuations de 
la population dans Q autour de la valeur moyenne p(t)fi 

y/((n(t) - p(t)n) 2 } = O (Vn) , (4.55) 

et on a admis que cette quantite est de l'ordre y/U (par analogie avec les fluctuations 
thermodynamiques d'equilibre). Remarquons que dans cette situation, le processus n'a 
plus de fluctuations dans la limite Q — > oo, e'est-a-dire 



^, t ,V\ p2(t) = ((~w-P(W) =0 /i r ^ a 



\ \ n / / n2 \ n 

Examinons revolution du nombre moyen d'individus. Apres un bref calcul (changeant n — > 
n — 1 et n ^ n + 1 dans les sommes), on trouve a partir de (4.53) 

- (n(t)> = E n a« P »(*) = s - *) <"(*)> - 7 <(n(*)) 2 > • (4-57) 

n=0 

Posons dorenavant 7 = ^, > : pour avoir une asymptotique bien definie, il est necessaire 
de supposer que le taux de competition 7 est de l'ordre O -1 . Divisant par Q et tenant compte 
de (4.56), l'equation (4.57) se reduit dans la limite $7 — > 00 a 

^p(t) = (/3-a) / 9(t)-A'p 2 (t), (4.58) 
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qui est une equation differentielle deterministe pour la densite. 

Supposons (3 > a (taux de natalite superieur au taux de deces). En dehors du point 
trivial p = 0, Pequation (4.58) a le point stationnaire 

Ps = ^ > (4.59) 

qui represente la densite d'equilibre de la population en presence d'un taux de competition 
X. En linearisant (4.58) autour de ce point d'equilibre avec p(t) = p s + X(t) on a 

±X(t) = -((3-a)X(t), (4.60) 

d'ou X(t) = e~( /3 ~ a " )t X(0), c'est-a-dire que l'equilibre est approche exponentiellement vite. 

Remarquons que si X = ((3 > a), la solution de (4.58) est p(t) = e^~ a ) 1 p(0), c'est-a- 
dire qu'en absence de competition la population croit exponentiellement vite (loi de Mal- 
thus). 

Si (3 < a (taux de deces superieur au taux de natalite), le seul point stationnaire de 
(4.58) est p = 0, et la population s'eteint. 

II est naturel au vu de (4.54) et (4.55) de poser 

n(t) = n P {t) + Vti£(t), (4.61) 

ou £(£) est le processus des fluctuations d'ordre 1. La distribution des fluctuations II(£,£) 
est definie par 

U(C,t) = P n (t) = P np(t)+ ^(t). (4.62) 
Remarquons qu'avec le changement de variables (4.61) 

|n(«, t )- n |p( ( )^. W + |i»,( t ) 

= Vnip(t)^n(f,t) + ^p n (t). (4.63) 

En introduisant (4.61), (4.62) et (4.63) dans (4.53), on peut ecrire l'equation qui regit 
revolution de la distribution des fluctuations i). II suit de (4.63) que 

Ainsi (4.53) devient avec 7 = ^, ou X est fixe 

§p(Z,t) - Vnf t P(t)^m,t) = 13 (n P (t) + Vnt - 1) n - -±=,t) 

+ a (n P (t) + v^e + 1) + ^ (pp(t) + Vn^j (n P (t) + v 7 ^ + 1) u(^ + ^=,t 
{13 + a) (n P {t) + Vn^j + ^ (n P (t) + Vn^j (n P {t) + Vnz - 1) n(£, t). (4.65) 

Pour $7 grand on developpe II en puissance de Q^ 1 ^ 2 

n (« ± w ( ) " n({ ' () ± 7nl n «- " + t] + ° ( ' (4 ' 66) 

Introduisant cette derniere expression dans (4.65), on identifie successivement les coefficients 
des puissances de $7. 
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Ordre Q. Les termes se compensent. 



Ordre y/Tl. On trouve 

-Vn^m,t)^p(t) = Vn^m,t) {-(3p(t) + ap(t) + Xp\t)) , (4.67) 
d'ou Ton retrouve l'equation deterministe (4.58) pour p(t). 



Ordre Q°. On trouve 

j^nfct) = -(/3-a)n(e,t)-(/3-a)^n(e,t) + 2A'p(^^n(e,t) 
+2X P {t)ii{t, t) + \ ((a + p) P (t) + ^p 2 (t)) j^n(£, t) 



= -—, (HZ, tMt t)) + -ii^nfo t), (4.68) 



avec 



h(S,t) = (J3-a-2Xp(t))£ (4.69) 
£)(t) = (fl + a )p(t) + #p 2 (t). (4.70) 



L'equation (4.68) est une equation de Fokker-Planck lineaire (a coefficients dependant 
du temps) qui decrit une distribution des fluctuations (gaussiennes) autour de la densite 



moyenne de population p(t). En particulier, a l'equilibre = 0, on a 



fc 8 (O = ((0-a)-2*P.K ^ (4-71) 
et la constante de diffusion stationnaire (4.70) 

D. = %(a + p + X p.) = Mpt. (4.72) 
L'equation de l'etat stationnaire s'obtient en inserant (4.71) dans (4.68) 

-08 - a)^U s (0) + ^^n s (0 = 0, (4.73) 

que Ton multiplie par £ 2 puis integre par parties pour determiner l'ecart quadratique 

, 2 . D s J5_ 

V? I 2(0 -a) 2X { V 

Ainsi, pour £2 grand, les fluctuations autour de la population moyenne p s Q, sont d'ordre 



4.3. L'EQUILIBRE DETAILLE 
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Exemple 7 (Equation devolution d'etats quantiques) Soit un probleme quantique 
dont la dynamique est decrite par rhamiltonien H = Hq+V. L'hamiltonien non perturbe Hq 
donne lieu a l'equation de Schrodinger stationnaire Ho<p n = E n (j> n . Le calcul de perturbation 
dependant du temps permet de calculer les probabilites de transition de Petat n vers n' (regie 
d'or de Fermi) 

W(n\n') = ^ \(4> n \V\(/> nf )\ 2 p(E n ), (4.75) 

avec p(E n ) la densite d'etats. En ecrivant l'equation maitresse avec ces probabilites de 
transition calculees pour de petits temps, on etend l'evolution aux grands temps en faisant 
Phypothese de Markov. L'equation maitresse obtenue avec les taux W(n\n') de (4.75) est 
l'equation de Pauli. o 



4.3 L'equilibre detaille 

L'equation maitresse est entierement determinee par la donnee des probabilites de tran- 
sition W(\|\'). Avant d'etudier la dynamique, il est important d'examiner si ces dernieres 
donnent lieu a un etat stationnaire, qui doit satisfaire a 

£ i P n' W n>,n ~ ^ W n , n >) = 0, (4.76) 
n'eS 

avec yV ntn ' = W(n\n'). Par exemple, dans le cas ou le systeme est isole (ou en contact avec 
un reservoir thermique), il doit evoluer vers la distribution d'equilibre P% micro canonique 
(ou canonique), selon le second principe de la thermodynamique. 5 Dans ce cas, les W n y 
doivent etre tels que l'equation (4.76) admette une solution P%- Une fagon possible de 
satisfaire (4.76) (mais non la plus generale) est Pannulation terme a terme. 

Definition 4.1 (Equilibre detaille) On dit que les W n , n > satisfont au principe d'equilibre 
detaille relativement a I' etat stationnaire P s si 



P°> Wn',n = Pn Wn,n> , V n, n' , (4.77) 



ce qui implique (4-76). 

L'equilibre detaille signifie que pour chaque paire d'etats n, n', le nombre de transitions 
de n a n' doit equilibrer celles de n' a n au cours du temps. 

Dans le cas ou le systeme est en interaction avec un reservoir a temperature fixee, la 
distribution stationnaire est celle de l'equilibre thermique 

PZ = PZ = Q- 1 d n e-f >E », (4.78) 

avec Q la fonction de partition, E n l'energie de Petat n et d n sa degenerescence. Ainsi, 
l'equilibre detaille prend la forme 



d n ,e-P E n'W n , n = dne- 13 ^ W n , n ; Vn, : 



(4.79) 



ce qui donne une relation bien specifique entre les taux de transition et les energies du 
systeme. 



5 P^ designe un etat stationnaire en toute generality, tandis que est un etat d'equilibre au sens de la 
mecanique statistique de l'equilibre. P„ est stationnaire, mais il existe beaucoup d'etats stationnaires hors 
equilibre. 
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FlG. 4.5 — L'equilibre detaille assure que les etats sont en equilibre deux a deux, c'est-a-dire que P*,W„^„ = 
^W„,„/, P*«>V„»,„/ = P*/W„/,„», et ainsi de suite. 



Remarque (Fondement microscopique de l'equilibre detaille) La relation (4.79) 
peut etre demontree a partir de la mecanique (classique ou quantique) sous certaines condi- 
tions, en particulier l'invariance sous le renversement du temps de la dynamique microsco- 
pique (voir la section 5.1). Elle est caracteristique pour une equation maitresse qui conduit 
a la thermalisation du systeme. o 



4.3.1 Algorithme de Monte-Carlo Metropolis 

L'equation maitresse est souvent utilisee comme outil pour decrire la distribution d'equi- 
libre thermique P%, considere comme limite Hindoo P n (t) = P%. On suppose que les etats 
d'energie E n sont connus et on construit les taux W n ,ri e t ~W n ' ,n de fagon a verifier l'equilibre 
detaille. En supposant ici d n = d n > = 1 on a 

r n yv n',n 

Comme on ne s'interesse qu'a l'etat d'equilibre et non a son approche, on a toute liberte de 
faire des choix judicieux des V\> n ,ri (non necessairement issus d'une theorie physique) avec 
la seule contrainte que (4.80) soit satisfait. L'idee est alors de simuler les realisations n(t) 
du processus dont l'equation maitresse decrit revolution, en respectant la relation (4.80). 



Methode. Choisissons une fonction F telle que 



F{x) = xF I - ) , (4.81) 



et posons 

l'(j^) ->V„.„<. (4.82) 



On verifie alors l'equilibre detaille (4.80) 

ue F (*L) 

Pe I ail P e . ± I P e I 

(4.83) 



W n „< (4.82) F (pz) (4.81) PL F {pI 



S v ' 

=1 

Deux choix simples de F sont 



F(x) = min(x, 1), x > 0, (4.84) 

x 

1 + x' 



F(x) = (4.85) 
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Le premier choix (4.84) donne lieu a l'algorithme de Monte Carlo Metropolis. En inserant 
(4.80) dans (4.82) avec le choix (4.84) pour F, on obtient 

Ainsi, nous voyons que les taux W n y peuvent etre determines uniquement a partir de la 
differences des energies E n i — E n du systeme, grandeurs que le physicien a l'habitude de 
calculer. 



Algorithme. 

(i) On genere un etat n' a partir d'un etat prealable n, selon une regie determinee ou 
une procedure aleatoire. 

(ii) On calcule AE = E n * — E n . 

(iii) (a) Si AE < 0, alors W n n i — 1 et on retient le nouvel etat n' . 

(b) Si AE > 0, alors W n ^ n i = e~ f3AE et on tire un nombre r au hasard dans l'in- 
tervalle [0,1]. On retient l'etat n' si r > e~ l3AE , et on le rejette dans le cas 
contraire. 

(iv) On recommence la procedure en (i). 



De cette fagon, on genere une realisation n(t) du processus gouverne par Pequation mai- 
tresse. Le tirage au sort de la grandeur r simule le cote aleatoire du processus, par analogie 
avec la marche aleatoire unidimensionnelle pour laquelle il n'existe que deux situations (un 
pas a gauche ou a droite selon que r ^ 1/2). En effectuant cet algorithme un tres grand 
nombre de fois, on genere un grand nombre de realisations du processus stochastique. Les 
moyennes prises sur les realisations pour des temps suffisamment longs reproduisent par 
construction les moyennes thermiques, et permettent en principe de trouver les probabilites 
absolues W comme explique dans la section 2.1.1. Pour un systeme a grand nombre de 
degres de liberte, cette procedure est souvent plus efficace que le calcul direct des moyennes 
par sommation sur toutes les configurations avec poids (4.78). 



4.3.2 Dynamique stochastique du modele d'Ising 

• Configurations. Les etats oj G £ = {—1,1}^ sont les 2 N configurations de spins sur 
un reseau de N sites, u = {a±, . . . , (Jn}, &i = ±1. Une realisation du processus (mul- 
tidimensionnel) consiste en revolution oj(t) = {ai(t), . . . ,ajy(t)} d'une configuration 
des spins au cours du temps. 

• Energie. Soient Jij > les constantes de couplage telles que limi^i^^ Jij = 0, alors 
l'energie d'une configuration est donnee par 1'hamiltonien d'Ising 

1 N 

H(u J ) = --Y,J^j- (4.87) 

• Configurations accessibles. On fait l'hypothese que revolution entre deux etats suc- 
cessifs oj et uj' ne se fait que par retournement d'un seul spin a la fois. Soit u>^ = 
{a i, . . . , — (Tfc, . . . , <7jv} la configuration obtenue de uj par retournement du spin k, alors 
les taux de transition satisfont aux relations W(u;|cj ) = si uj' / ujW et 

wHo^ = e - WwW )-H( W) ) j H[Jk)) _ H{u) = 2mfeH; (4 . 88) 
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ou 

N 

™-k{w) = ^j J k3 U 3 ( 4 - 89 ) 

est l'aimantation locale au site k dans la configuration u. 
V equation maitresse associee a ce processus est 

r) N 

^P(",t) = [w(w (fc) |w)P(w (fc) ,t)- W(<jj\uW)P(u,tj\ . (4.90) 
k=i 

On applique ensuite l'algorithme de Metropolis, construisant ainsi revolution d'une configu- 
ration u(t) au cours du temps. Lorsque t est assez grand, on obtient ainsi une configuration 
typique pour la distribution de Gibbs p{u) = h e ~^ H ^\ ou Q es t l a fonction de partition. 

Le probleme peut etre resolu analytiquement dans deux cas particuliers, celui de la 
chaine de spins unidimensionnelle et dans l'approximation du champ moyen. Commengons 
par specifier les taux de transition plus precisement de la forme 

WMcd (fe) ) = \ [1 - * k th (J3m k (Lj))] , (4.91) 

ou m k {u)) est l'aimantation locale (4.89), et 2/7 determine l'echelle de temps sur laquelle se 
deroule le processus. Utilisant l'identite (1— thx)/(l + thx) = exp(— 2x) on verifie aisement 
que ces taux satisfont a l'equilibre detaille (4.88). Ainsi 1 'Equation maitresse (4.90) s'ecrit 

d N 

-K-P(uJ,t) = R 1 + Vj^Pmj(u;))P(L;( j \t) - (1 - Uj th. 13m j(u))P{u, t)] . (4.92) 

Formons la valeur moyenne du spin au site k 

K)(t) = J> fe P(u,,t). (4.93) 

Ul 

Elle obeit a l'equation de mouvement 

^ (a k ) (t) = -7 [(a k ) (t) - (th (3m k ) (t)\ . (4.94) 
En effet, inserant (4.92) et isolant le terme j = k on obtient 
±(a k )(t) = Ya k ^P(u J ,t) 

Ul 

= \ Y.^ k + thpm k (u;))P(J k \t) - £(<7 fc - thf3m k {u))P{u,t) 

Ul Ul 

-{\-a j th.^m j {u))P{u,t)\. (4.95) 



+ 2 



On change la variable muette de sommation a k en — a k dans la premiere somme, qui devient 
alors identique a la seconde (m k (to) est independant de a k ), d'ou (4.94). La troisieme somme 
est nulle car ses termes sont impairs sous le changement a k — > — cr^. 



4.3. L'EQUILIBRE DETAILLE 



97 



Chaine de spins unidimensionnelle 

On considere une chaine de spins <jj unidimensionnelle infinie. Les spins sont numerates 
par i = . . . , —2, —1, 0, 1, 2, . . . et couples a leurs plus proches voisins : Ja-i = Ju+i = J > 0, 
Jik = 0, k 7^ i — 1, i + 1. Dans ces conditions, on observe que 



rrij(uj) = J(aj+i + <7j_i), th/3mj(a;) = -(crj + i + cjj_i)th2/3J, (4.96) 



si bien que (4.94) se reduit a P equation aux differences finies 



-1 



(<T i - 1 )(t) + (<T i+1 )(t))th2pj 



(4.97) 



Le probleme est essentiellement le meme que celui de la marche aleatoire en temps continu 
traite dans la section 4.2 et peut etre resolu par la methode de la fonction generatrice G(z, t) 
comme pour le second exemple. Cette derniere obeit ici a 



d_ 

dt 



G(z,t) 



7 



th(2/3J) + - ) - 7 



G(z,t). 



Si Ton prend la condition initiale (a,) (0) = 0, i ^ 0, (ctq) (0) = 1, on trouve 



G(z,t) 



-it 



exp 



^th(2/3J) (*+^)t 



(4.98) 



(4.99) 



et avec (4.25) 

(ai) (t) = e- 7 */ i [ 7 th(2/3J)t]. (4.100) 
Les comportements (4.29) et (4.30) de la fonction de Bessel modifiee (4.28) montrent que 



(*i){t) *x° Cf 



(«) 



i + 0, C g R, 
t-»oo exp[-7t(l - th 2/3 J)] 
A/2vr(7th 2(3 J)t 



(4.101) 
(4.102) 



Pour les temps petits, les spins voisins de o"o s'orientent positivement a cause du couplage 
ferromagnetique. Pour les temps longs la valeur moyenne de tous les spins tend exponen- 
tiellement vite vers zero quelle que soit la temperature T > en consequence du fait qu'il 
n'y a pas d'aimantation spontanee dans le modele d'Ising unidimensionnel pour T^0. 



Approximation du champ moyen 

On choisit les constantes de couplage independantes de la distance, toutes de la forme 
>hk = J;-, J > 0, et on considere 1' aimantation moyenne par spin en limite macroscopique 
N -> oo 

1 N 

fi(t) = lim (m N ) (t), m N (uj) = — V^. (4.103) 

iV^oo iV * — * 

i=l 

On admet qu'a tout temps les fluctuations de mAr(w) sont negligeables lorsque N — > oo, a 
savoir 

lim ((m N y) (t) = v(ty, v = 2, 3, . . . . (4.104) 
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On remarque que l'aimantation locale (4.89) s'identifie a l'aimantation par spin a un terme 
d'ordre 1/N pres 

m k {uj) = ^2 4r<Ti = J \jn N {u) - jrCTk) ■ (4.105) 
Ainsi, tenant compte de (4.104), on deduit de (4.94) que dans la limite N — > oo 

±»(t) = -7\n{t) - (th (3J)^t)]. (4.106) 

Cette equation differentielle non lineaire a les points stationnaires solutions de fj,— (thf3J)/j, = 
0, dont en particulier le point [i = 0. Avec le developpement de Taylor thx ~ x — x 3 /3 
autour de x = 0, 1 'Equation s'ecrit au voisinage de fj, = 



(PJ) 3 

W" ' 



(1 _ p J)fi ( t) + ^^t) 



(4.107) 



Si 1 — j3J > 0, c'est-a-dire T > T c = J/ks, le point stationnaire ^ = est unique et stable, 
et la relaxation est exponentielle 



^) ^(0)e-^( T ), r(T) = 7(7 r_ re) . (4.108) 
Si T < T c le point /i = devient instable et apparaissent deux nouveaux points stables 



T c \ 3 T 



qui sont les deux valeurs possibles de l'aimantation spontanee, T c etant la temperature de 
Curie de la transition de phase ferromagnetique du modele d'Ising en champ moyen. Leur 
approche est egalement exponentiellement rapide, mais on voit que le temps de relaxation 
r(T) donne par PEq. (4.108) diverge lorsque T -► T c . Au point critique T = T c , l'Eq. (4.107) 
se reduit a 

^M(t) = -fa) 3 , (4.110) 

dont la solution est 



2 7 ^(0) 2 t + 3 V 27* 

La decroissance n'est plus exponentielle : c'est le phenomene du ralentissement critique de 
l'approche a l'equilibre au point de transition de phase. 



4.3.3 Resolution par la theorie spectrale 

L'equilibre detaille permet de resoudre l'equation maitresse par la methode spectrale. 
Pour utiliser cette methode, nous posons les hypotheses suivantes. 

Hypothese 4.1 

(i) II existe un unique etat stationnaire P£ > Vn. 

(ii) L'equilibre detaille est realise relativement a I'etat stationnaire P s . 
(Hi) Le nombre d'etats N est fini. 
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L'hypothese (iii) d'un nombre fini d'etats est faite ici pour la simplicite mathematique. 
Ecrivons l'equation maitresse 

^P n (t) = (P n >(t)W n ,, n - P n (t)W n , n ,) (4.112) 



sous la forme d'un systeme lineaire 



P(t) = M-P(t), 



avec P(t) G R un vecteur qui a pour elements 



p(f) 



\PN(t)J 

et M e Mjv(R) une matrice N x N reelle definie par ses elements 

N 



fc=l 



(4.113) 



(4.114) 



(4.115) 



Definition 4.2 (Matrice stochastique) Soit M G Mjv(R), alors M est dite matrice 
stochastique si elle satisfait aux deux conditions suivantes. 

(i) M m >0Vn/m 

fa) Ylk=l M km = Vm 



On peut verifier que M definie par (4.115) satisfait a ces deux conditions. Definissons 
la matrice M par 

1 



M„ 



/ps 
± n 



M -x/P s 



(4.116) 



Lemme 4.1 L'equilibre detaille est verifie si et seulement si la matrice M est symetrique. 

Preuve (Lemme 4.1) Supposons que la matrice M soit symetrique, done M nm = M mn , 
ce qui se reecrit compte tenu des definitions (4.116) et (4.115) et en examinant le cas non 
trivial n / m 

-j= s (w m , n - S m , n Wn,k) y/Pl = -j= (w n , m - 8 n , m Wm,k) V^, (4.117) 



qui est equivalent a l'equilibre detaille 



' 'm,n- t m — " y n,m- L n - 



(4.118) 



Le meme calcul etablit la reciproque, ce qui acheve la preuve. 
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La matrice M etant symetrique reelle, elle est diagonalisable et possede N vecteurs 

~(fc) 

propres orthonormaux <fi £ R w 



(4.119) 



avec valeurs propres A&, /c = 1, . . . , N, et tels que ((f) \(f> ^ = S^fo- La variable k £ 
{1, . . . , N} designe done le numero du vecteur propre, qui a lui-meme les N composantes 
figurant dans (4.119). Les vecteurs <f>^ de composantes <p^ = ^J~P^ <pn^ diagonalisent done 
M 

M ■ 0< fc ) = \ k <t> {k \ (4.120) 
et on a la relation d'orthonormalite des <f)^ 

v> ^ fcl Vi fc2) a^a {k2) \ a (Ainu 

55 = \ < t > W ) = 5 kiM- (4.121) 

n=l n 



Remarquons que M" (ou iVf) possede toujours la valeur propre zero. En effet, si on pose 
entraine que 



= ^/P^, ou 4>n^ = Pn, par definition meme de l'etat stationnaire gjP s = 0, (4.113) 



M ■ 4>W = 0, (4.122) 
et done la valeur propre associee est Ai = 0. 



Lemme 4.2 Soient A& les valeurs propres de la matrice M, alors A& < 0, k = 2, . . . , N. 



Preuve (Lemme 4.2) On montre que M definit une forme quadratique definie negative 

(4>\M\4>) < o. 



N 



[4>\M\4>) = Yl ^Mnr 
n,m=l 

(4.116) ^ *v t 1 



n,m=l 



(4.115) 



2,m=l \ V n 



(4.123) 
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Posant x n = -&j=, (4.123) devient 



N N 



(4>\M\4>) = X n X m W m , n P^- X 2 nW n , m P° 

n,m=l n,m=l 
N N N 

= ^2 X n X m W mt nP m ~ 7) Yl %n ^n,mP n ~7> Yl X nW n ,mP n 



2 / j n ■ ■ n 2 

n,m=l n,m=l v n,m=l 

(4-118) sj 



n^m^jv 2 



n,m=l I m'™.'>'ij 



1 N 

— ^ ] Wm,nP m {~^ x nXm + + x m) 



2 

n,m=l 
JV 

2 



r) ^ ] V^m,n P-m i. x n %r 



n,m=l 

< 0. (4.124) 

De plus, la solution stationnaire etant supposee non degeneree (hypothese (i) d'unicite de 
la solution stationnaire), la valeur propre nulle est de multiplicity 1, done les autres valeurs 
propres < 0, k = 2, . . . , N, sont strictement negatives, ce qui acheve la preuve. ■ 



Remarque Une condition suffisante pour garantir Punicite de Petat stationnaire est que 
tous les taux soient strictement positifs : W m ,n > Vn, m. En effet, dans ce cas Pannulation 

de (4.124) entraine x n = x m Vn, m, e'est-a-dire -4= = -/= = C est independant de n. 



Ainsi 4> n = C^/P^ = C(fffl est proportionnel au vecteur de valeur propre Ai = 0, cette 
derniere est done non degeneree. o 



Toute distribution initiale P(0) peut etre developpee dans la base des vecteurs propres 

n 

P(0) = J> fc 0«, (4.125) 



k=l 



et en vertu de (4.121) 



n=l n n=l n 
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Ainsi, la solution generale de (4.113) est 



m (4.113) eMt p(Q) 



oo 1 

= V — :t m M m • P(0) 



m 

m=0 



(4.125) y l fMm y c ^) 

m=0 fc=l 
oo ^ ra 

= E^ m E c * A ^ (fe) 



mi 

m=0 fe=l 
JV 



= ^V A ' C 



fe=l 

(4 i 26) J2<t> (k) e Xkt Y,- : ■ ( 4 - 127 ) 

fe=l n=l " 

On sait que Afc < M k = 2,...,N, ce qui implique l'approche a Pequilibre de fagon 
exponentielle 

lim P(t) = ci0 (1) = P s (4.128) 

t—>co 

pour toute condition initiale P(0). 

La probability de transition P(n,0\m,t) du processus de Markov d'un etat naun etat 
m dans le temps t est obtenue en specifiant la condition initiale P m (0) = S n>m , d'ou selon 
(4.127) 

%0Kt) = £^ f . (4.129) 

fc=i ™ 

La distribution jointe du processus avec etat stationnaire W(n) = P£ est 

N 

W(n,0\m,t) = P°P(n,0\m,t) = ^^'^e At *. (4.130) 

k=l 

Calculons la fonction d' autocorrelation du processus, definie par 

K(t) = (n(O)n(i)) - (n(0)) (n(t)) . (4.131) 
Comme le processus est stationnaire 

N N 
n=l n=l 

et 

N 

(n(O)n(t)) = nmW(n,0\m,t) 

n,m=l 



»(0)> = <n(t)> = 5>J* = E^, (4-132) 



N N 
(4.130) ^ ^ ^W^W 



LlcSUJ \ -» V — v 

= y nm / 

n,m=l k=l 

2 



N / N \ " 

= E eAfc ME^ fc) . ( 4 - 133 ) 

k=l \n=l ) 
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alors en inserant (4.133) et (4.132) dans (4.131) 



N / N \ 2 

fc=2 \n=l / 

i^T(t) tend exponentiellement vite vers zero lorsque t — > oo, ce qui signifie que les correlations 
temporelles du systeme decroissent exponentiellement vite. 



4.4 Le theoreme "H" 

Que Pequilibre detaille soit verifie ou non, l'equation maitresse possede une propriete 
generale et remarquable : il existe une fonctionnelle de l'etat qui est monotone au cours 
du temps. Une telle fonctionnelle est dite de Liapunov en mathematique. En physique, elle 
fournit un modele d'entropie hors equilibre. 



Theoreme 4.1 ("H") Supposons que le nombre d'etats est fini® et l'equation maitresse 
admette une distribution stationnaire P£ telle que P£ > 0, n G S. Soit f(x) une fonction 
strictement convexe pour x > (f"(x) > 0), bornee inferieurement pour x > (f(x) > a G 
H), alors la fonctionnelle 

^) = E P n/f^) (4-135) 
nes v n J 

est monotone decroissante au cours du temps. 



Preuve (Theoreme "H") II faut voir que ^H(t) < 0. Pour ceci, commencons par 
etablir que pour toute suite de nombres {a n } n>1 quelconques, on a 

J2 P^W m , n (an - a m ) = 0. (4.136) 

n,mgS 

En effet, (4.136) est la consequence directe que la distribution P^ n satisfait a l'equation 
maitresse stationnaire, c'est-a-dire 

J2 P^mAan ~a m ) = J2 «n ^ ( P ™ W m,n ~ P^n,m) = 0- (4.137) 
n,m£S neS rrtGS 

y v ' 

(4 i 2) o 



3 Ceci evitera de traiter ici les problemes relatifs a la limite et la convergence des sommes infinies. 
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Posons x n (t) = Pr ?jP , et calculons (on omettra d'ecrire la dependance temporelle par la 
suite) 



dt 



(4.10) 



(x n ) £ (P m (t)W m (*)W„ 



X Pn(i)W m , n (/'(x n ) - /'(x m )) 



n,m£S 



= X W,nM'W-x m /'(x m )). (4.138) 

n,m£S 

On fait maintenant le choix 

a n = f{x n ) ~ x n f'{x n ), (4.139) 
dans (4.137). Ce choix conduit a l'identite 

X pS m W m ,n {f(x n ) ~ f{x m ) ~ (x„/'(x n ) - X m /'(x m ))) = 0, (4.140) 



que Ton additionne a (4.138) pour obtenir 
dt 



^fl-(t) = - J] P - ( /(X m ) ~ /(X n ) ~ (Xm ~ gn)/ ; (Xn) ) < 0. (4.141) 

n,meS > Q >Q >Q 



En effet, le resultat f(x m ) — f(x n ) — (x m — x n )f'(x n ) > est la definition meme de la 
convexite stricte de f(x), comme le met en evidence la figure 4.6. 



Corollaire 4.1 (Approche a l'equilibre) Si de plus tous les taux sont strictement po- 
sitifs W n ,n' > Vn,n', pour toute condition initiale P n (0) on a 

lim P n (t) = P n s . (4.142) 

t— +oo 

L'etat stationnaire est alors unique. 

L'hypothese du corollaire reclame que des transitions puissent se produire entre toutes 
paires d'etats. Elle est en fait trop restrictive. Le resultat reste vrai si toute pair d'etats est 
connectee (via d'autres etats) par une chaine de taux de transition non nuls. Cette derniere 
condition est necessaire pour que toutes les composantes du vecteur P(i) puisse evoluer 
vers celles du vecteur P s par transitions successives. Si elle n'est pas remplie, le systeme 
peut posseder plusieurs distributions stationnaires ayant chacune son bassin d'attraction de 
conditions initiales. 
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-§(b-a)f(a) 



> x 



FlG. 4.6 — De facon geometrique, on voit que la convexite stricte se traduit par /(ft) — f(a) > (ft — a)f'(a), 
et done /(ft) — /(a) — (ft — a)f'(a) > 0, avec inegalite non stricte si /(a:) n'est pas strictement convexe. 



Preuve (Corollaire d'approche a l'equilibre) Par le theoreme "H", H{t) est bor- 
nee inferieurement et decroissante, done limt_ ( . 00 H(t) existe et lim^oo ^H(t) = 0. Par 
consequent, on tire de (4.141) 



d 



lim -H(t) = - lim V P^W m ,n (f(x m ) - f(x n ) - (x m - x n )f'{x n )) = 0, (4.143) 



n,mgS 



d'ou comme chacun des termes de la somme de (4.143) est positif et / 0, Wm,n / 0, 



lim (f(x m ) - f(x n ) - (x m - x n )f(x n )) = 0. 
t— >oo 



(4.144) 



Le developpement de Taylor limite de f(x m ) en x rn = x n donne 



f{Xm) — f(x n ) + / (x n )(x m X n ) + (Xn)(x m X n ) , X n £ [x m , X n ] 

^* f{Xm) f{Xn) [Xm X n )f (x n ) = — f (x ra )(x m X n ) , X n £ [x m , X n ]. (4.145) 

=<5>0 

L'inegalite stricte 5 > nous est assuree par l'hypothese de convexite stricte de f{x). En 
inserant (4.145) dans (4.144) on obtient avec x n (t) = dr- 



iven. (x m - x n ) = 

t— >oo 

<-oo v p« ; 

(5 n(p„ W -^l=0. 



(4.146) 
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En sommant sur les etats n avec la condition de normalisation Y^ ngS Pn{t) = SneE = 1 
Vt, (4.146) devient 



VneS m nGE 







=i 



limM = 1 

lim P m (t) = P« , (4.147) 

t— >oo 



ce qui acheve la preuve. 



Remarque Nous supposons dans la preuve que l'existence de Hindoo H(t) entraine 
lim^oo H(t) = 0. Ceci pourrait etre en defaut si H(t) = dH(t)/dt n'est elle-meme pas 
monotone et presente des oscillations lorsque t — > oo. Dans ce cas, la demonstration reste 
correcte a condition de remplacer dans la preuve H (t) par sa moyenne sur un intervalle de 
+ 1 T*+ T A ill \ H(t+r)-H(t) 

temps r : ± J t dsH(s) = — — £ — . o 



On peut faire un modele d'approche a l'equilibre thermique qui est un analogue du second 
principe de la thermodynamique. Supposons que l'etat stationnaire P£ = P^ soit l'etat 
d'equilibre du systeme, on fait le choix f(x) = xln(x) et dans ce cas 

H(t) = J2Pn(t)ln(^0-). (4.148) 

La fonction H(t) ainsi definie a les proprietes suivantes : 

(i) H(t) est strictement decroissante. 

(ii) Extensivite : si S a et Ej, sont deux systemes independants (P n (t) = P^(t)P^(t)), on 
a 

(E„ U S 6 ) = tf(E a ) + tf(E 6 ). (4.149) 

(iii) lim^oo H(t) = 0. 

Introduisons Ventropie d'equilibre S e par la formule usuelle 

S e = -k B ^K^(Pn), (4-150) 

ou ks est la constante de Boltzmann. On definit alors la fonction d'entropie hors-equilibre 
du processus par 

S(t) = -k B H{t) + S e 

= ~ k B (E P «(*) ln (^r) +E P n ln ( P n)) • ( 4 - 151 ) 

VneS v n J nes / 

Par le theoreme "H", la fonction d'entropie hors-equilibre est monotone croissante, et on 
verifie bien que lim^oo S(t) = S e . 
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Ces considerations ne constituent en aucun cas une demonstration de la validite du 
second principe de la thermodynamique, car elles se basent sur une evolution regie par un 
processus de Markov (deja irreversible) et non pas sur revolution microscopique reversible 
dans le temps. 



Chapitre 5 

La microreversibilite 



La microreversibilite est l'invariance sous le renversement du temps des equations du 
mouvement au niveau microscopique. Dans ce chapitre, on etablit une connexion entre 
revolution classique deterministe et le processus stochastique qu'elle engendre pour les ob- 
servables macroscopiques, puisque ce dernier est induit par le not microscopique sous-jacent. 
La microreversibilite va avoir des implications importantes sur revolution macroscopique, 
en particulier Pequilibre detaille et les relations de Onsager. 1 



5.1 Demonstration de Pequilibre detaille 

5.1.1 Le processus des observables macroscopiques 

Commengons par donner le cadre general de la description. On considere un systeme de 
particules caracterise par les hypotheses suivantes. 

(i) Le systeme est classique avec N < oo degres de liberte {qk,Pk}k=i = u ^ ^> ^ etant 
l'espace de phase. 

(ii) L'hamiltonien H(u) est suppose une fonction paire des moments conjugues {pk\k=v 
II engendre via les equations de Hamilton le hot (f>t(w) ', 4>t(u) = to(t) est le point au 
temps t sur la trajectoire dans l'espace de phase issue de u au temps t = 0. On a 
<j>t=o(u) = uj et (f> tl+t2 (uj) = <pt 2 (^ti(^))) en particulier ^(u) = <f>-t(w)- De plus, 
(f>t(uj) laisse l'element de volume de l'espace de phase invariant (theoreme de Liouville). 

(hi) On se donne une famille x(w) = {xi(u), . . . ,x u (oj)} de v observables macrosco- 
piques. Les x a (to), a = 1, . . . , v, sont supposees etre des fonctions paires des moments 
conjugues {pk}k=v 

(iv) II existe une distribution d'equilibre invariante au cours du temps 

P» = P e (0 t (u,)), (5.1) 
par exemple P e {oj) = h e ~^ H(yU) \ Q etant la fonction de partition. 



x Du nom du physicien et chimiste norvegien Lars Onsager (1903-1976), prix Nobel de chimie en 1968. 
Des 1931 il pose les premiers fondements de la thermodynamique des processus irreversibles. En enongant 
Phypothese de reversibilite des phenomenes d'interaction a l'echelle atomique, cela le conduit dans les annees 
1940 a l'etablissement des relations de reciprocite qui portent son nom. 
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Notons le processus avec condition initiale fixee luq par 

x(t,wo)=x(&(wo)). (5.2) 

x(t, uq) represente done revolution temporelle de la collection d'observables x pour une 
condition initiale ujq. Lorsque les conditions initiales sont aleatoires et ponderees par la 
distribution d'equilibre P e (uj), on obtient un processus stochastique vectoriel a v dimensions 
x(t) associe a ces observables, herite de la mecanique, dont les fonctions de distribution 
jointes sont : 

W(xi,£i; . . . ,x„,i n ) = / du P e (u )5(x 1 -x(t l ,uj )) ...5(x n -x(t n ,uj )) . (5.3) 

Jn 

Dans (5.3), les arguments sont les vecteurs 

Xj = {xj, a } u a=1 (5.4) 

et 

V 

5(xj - x(tj,u )) = 5 (x j7 a - x a (tj,u Q )) . (5.5) 

a=l 

Resumons la notation adoptee : 

N = nombre de particules microscopiques, k = 1, . . . , N 
v = nombre d'observables macroscopiques, a = 1, . . . , v 
n = nombre d'arguments de W, j = 1, . . . , n. 

Le probleme est d'obtenir autant d' informations que possible sur ce processus a partir 
de la dynamique microscopique sous-jacente. 

Montrons tout d'abord que ce processus est stationnaire. On a 

W(x,t + r)= I duj P e (uj )5(x-x{t + T,uj )) 
Jn 

= [ du P>oH(x-x(^(r))). (5.6) 
Jn 

Par le theoreme de Liouville la mesure de l'espace de phase ne change pas, done 

do^o = da>(r), (5.7) 

et comme par l'hypothese (iv) de la page 109 la distribution d'equilibre est invariante au 
cours du temps, alors en inserant (5.1) et (5.7) dans (5.6) on obtient 

W(x,t + r)= [ dcu(r) P e (cj(T))5(x-x(t,uj(T))) 
Jn 

= / dw -P e (^>o)<5(x- x(i,cj )) 
Jn 

= W(x,t). (5.8) 
La meme demonstration s'etend a toutes les distributions (5.3). En particulier 

W(x) = [ P e (uj)5(x-x(u)) = P e (x) (5.9) 
Jn 

est la distribution d'equilibre du processus x(t). 
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5.1.2 Le renversement du temps et ses consequences 

Des consequences importantes suivent de l'invariance sous le renversement du temps de 
la dynamique microscopique. Le renversement du temps est defini par la transformation T 
telle que 

(5.10) 








f-t 


2 


H 


q 






V-p 



et done T (u) = u = {{q k , -Pfc)}fc=i- 



Lemme 5.1 Supposons que I'hamiltonien H(oj) soit une fonction paire des moments conju- 
gues {pk}k=i> alors le flot (f>t(u) se transforme de la fagon suivante sous le renversement 
du temps : 

<k{u) = fo{u). (5.11) 

Preuve (Lemme 5.1) Commengons par montrer que 

4> t (u) = (q(t), -p{t)) = (q(t),P(t)) (5.12) 

et 

<^(uJ) = (q(-t),p(-t)) = {q(t),p(t)) (5.13) 

satisfont a la meme equation du mouvement. En effet les equations canoniques ^q{t) = 
■^H(q,p) et §ip{t) = — -^H(q,p) impliquent tout d'abord en changeant p en — p et utilisant 
H(q,p) = H(q, -p) = H(q,p) 

|? =-£*».»■ -|p= <*•") 

ou bien en changeant t en — t 

~wt q= ir P H{q ^ -m p= -Yq H{q > p) - (5 - 15) 

D'autre part, les conditions initiales des deux trajectoires (5.12) et (5.13) sont les memes 

</>t=oM = {Qk, ~Pk) = uj = 4>t=o (w) . (5.16) 
Par consequent, en vertu de l'unicite des solutions des equations de Hamilton 

^(57)=^;), (5.17) 

ce qui acheve la preuve. ■ 



Remarque (Lemme 5.1) L'interpretation du lemme (5.1) est la suivante. Etant donne 

que <f>^ 1 = cj)-t = 4>t> alors 

<k@) = u = <t>t (^t(w)) • (5.18) 

La figure 5.1 donne une interpretation graphique la relation (5.18). 
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(q(*),P(t)), 




(q(t)-p(t)) 




(q-p) 



t' e [o,t[ 

= (q(f),P(f)) 



t'=t 

^H = (q(t),-p(t)) 



(q(t)-p(t)) 




t' e ]t,2t] 

^t(^tH) =w = (q,-p) 



FlG. 5.1 — Nous pouvons illustrer graphiquement la relation (5.18) qui est equivalente a celle (5.11) du 
lemme 5.1. Pour t' € [0, t[ on fait evoluer la condition initiale (q, p). En t' = t, on applique l'operateur T de 
renversement du temps et obtient (q(t),— p(t)) = 4> t {ui)- En prenant comme nouvelles conditions initiales 
4> t (u>), on fait evoluer le systeme durant t jusqu'en t' = 2t avec le meme hamiltonien, temps pour lequel on 
a cf>t \ d> t {u>) \ —uJ— (q, p). Pour tester l'invariance sous le renversement du temps il suffit done de laisser 
evoluer le systeme selon cette procedure et s'assurer que Ton revient au point initial au signe des vitesses 
pres. 



En vertu de l'hypothese (iii) de la page 109 on a x(u;) = x(w), et done la collection 
d'observables x(t, wo) se transforme selon 

,, \ (5-2) . . hypothese (iii) — lemme 5.1 x N (5.2) . — \ /r in\ 

x(t,uj ) = x((f) t (uJo)) = x(<f> t (u )) = x(<^(u;o)) = x.(-t,u ). (5.19) 



Calculons de la la distribution a deux temps W(xi, 0; X2, t) : 

W(xi,0;x 2 ,i) = / dw P e (^o)^(xi - x(0,w ))<J(x 2 - x(i,cj )) 

./n 

dwo-dwo / ^ p e (tj Q ) j ( Xl _ x (0,aJ )) 6 (x 2 - x(i,uJ )) 
P(S0 = F(W0) / dc^ P>„) S (xi - x(0,uJ o )) 5 (x 2 - x(t,57 )) 

(5.19) /" 

= / dw -P e (^o) <5 (xi - x(0,w )) <J(x 2 - x(-i,a; )) 

Jn 

W(xi,0;x 2 ,-t). (5.20) 



D' autre part, comme les sont par definition symetriques par rapport a l'echange des 
variables {xj,tj}, on a W(xi, i; x 2 , 0) = VF(x 2 , 0; Xi, i) et (5.20) ainsi que la stationnarite 
entrainent aussi 



W(xi,0;x 2 ,t) = W(x 2 ,0;xi,t). 



(5.21) 



Ce sont les consequences fondamentales de la microreversibilite : dans W(x±, 0; x 2 , t) on 
peut soit changer t en —t, ou permuter les arguments xi et x 2 . 
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De (5.20) et (5.21) il suit les relations de symetrie suivantes pour les correlations des 
observables x a (t) 

{X a (0)xp(t)) = J d^ Xl J d !/ x 2 xi ;a x 2 ,/3 W(xi, 0; x 2 , t) 

( = 0) (x a (0)x p (-t)) (5.22) 
(5 = X) (xp(0)x a (t)), Va,/3 = l,...,i/. (5.23) 

5.1.3 L'equilibre detaille 

Quant aux probabilites conditionnelles P(xi, 0|x2, t), elles satisfont l'equilibre detaille 
par rapport a la distribution d'equilibre P e (x) : 

of m ^ W(xi,0;x 2 ,t) 
P(xi,0|x 2 ,*) = w(xi) 

(5.21) W , (x 2 ,0;xi,t) 
W(xi) 
^(x 2 )^(x 2 ,0;xi,t) 
W(xi) VF(x 2 ) 

= fjfj^* 2 ' 01 * 1 '^ (5 - 24) 
En appliquant l'operateur Jj| t=0 sur (5.24) on obtient les taux de transition 

W(x 2 ). (5.25) 



^P(xi,0|x 2 ,t) 



W(xi)= ^P(x 2 ,0|xi,t) 



t=0 



=W(xi|x 2 ) =W(x 2 |xi) 

Comme W(x) est la distribution d'equilibre de la famille d'observables macroscopiques (voir 
(5.9)) on a finalement 

W(x 1 |x 2 )P e (x 1 ) = W(x 2 | Xl )P e (x 2 ), (5.26) 

ce qui est bien la relation de l'equilibre detaille. La demonstration fait usage des hypotheses 
(i)-(iv) de la page 109. Notons que le processus x(t) des observables macroscopiques n'est 
en general pas markovien (voir la discussion de l'exemple 2 a la page 29). Si toutefois 
la propriete de Markov en est une approximation raisonnable, la probability conditionnelle 
P(xi, 0|x 2 ,i) obeira a l'equation maitresse et les consequences de l'equilibre detaille etudiees 
dans la section 4.3 seront valables. 



5.2 Fluctuations thermodynamiques et relations de Onsager 

La thermodynamique des processus irreversibles postule des lois lineaires entre courants 
et forces thermodynamiques. Des exemples sont les equations de transport. 

Loi de Fourier. Soit j q le courant de chaleur, T la temperature, X la conductivity ther- 
mique, alors 

j, = -XVT. (5.27) 
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Loi d'Ohm. Soit j e le courant electrique, <p le potentiel electrique, a la conductivite 
electrique, alors 

j e = -aV<t>. (5.28) 



Loi de Fick. Soit jo le courant de diffusion, C la concentration de particules, D la 
constante de diffusion, alors 

3d = -DVC. (5.29) 

Par extension de la terminologie mecanique, les quantites VT, V0, V(7, qui engendrent 
des deplacements d'energie, de charge et de matiere sont appelees forces thermodynamiques. 
Les coefficients de proportionnalite entre courants et forces sont appeles coefficients de 
transport. Les relations de reciprocity de Onsager etablissent des liens remarquables entre 
des coefficients de transport de nature apparemment tres differente, comme conductivite 
electrique et thermique. Nous developpons ici la theorie generale, des exemples concrets 
seront presentes dans la section (5.3). 

Nous considerons un systeme isole, mais ne se trouvant pas a l'equilibre. Par exemple 
certaines de ses parties ont des temperatures differentes, des concentrations differentes ou 
des charges electriques differentes. Le systeme est decrit par une famille de grandeurs ther- 
modynamiques extensives x(cj) = (xi(cj), . . . , x u (lo)). Les x a (u>), a = 1, . . . , v, peuvent se 
rapporter aux parties du systeme ou a des grandeurs physiques differentes, par exemple les 
nombres de particules et les charges de ces parties. Leur evolution donne lieu au processus 
x(t) definis comme dans (5.3) 2 . Definissons les valeurs d'equilibre par 

x e a = [ dco P e {uj)x a {uj). (5.30) 
Jn 

On s'interesse par la suite au processus des deviations par rapport a l'equilibre 

y(t) = x(t)-x e , (5.31) 
y e = 0. (5.32) 

Les distributions de ce processus, encore notees W(yi, t\; . . . ; y n , t n ), sont celles du pro- 
cessus x(t) evaluees en x = y + x e . Le processus est stationnaire de moyenne nulle. La 
distribution d'equilibre P e (y) et la probability de transition P(yi, 0|y2, t) ne sont pas ex- 
plicitement connues (en principe, elles devraient etre calculees a partir des mouvements 
microscopiques). On va faire un certain nombre d'hypotheses en relation avec la thermo- 
dynamique sur ces distributions. La thermodynamique affirme l'existence d'une fonction 
entropie S(x±, . . . , x u ) qui est concave et maximale pour Petat d'equilibre : la matrice sy- 
metrique S d'elements 

Safi = - d ^SW = S fla (5.33) 
est definie positive, et la condition de maximum de l'entropie a l'equilibre implique encore 



dx 



' S(x) 



= 0. (5.34) 



En remplacant x par y + x e on considerera desormais S(y) comme fonction des deviations 

y- 



2 Pour avoir des evolutions non triviales de x a (t), on elimine du choix des x a {oj) les grandeurs conservees 
comme l'energie totale ou le nombre total de particules du systeme. 
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Hypothese 5.1 (Distribution des fluctuations d'equilibre) P e (y) est donnee par la 

formule de Einstein 

1 g(y) 

^ e (y) = *b , (5.35) 
avec M un facteur de normalisation et ks la constante de Boltzmann. 

Hypothese 5.2 (Faibles deviations) Les deviations a I'equilibre y sont faibles, de sorte 
qu'on pent developper S(y) autour de y = y e = en bonne approximation au second ordre 



a 

y a yp + O (y 3 ) 

y=o 



— Sa/3 

= S e - l{y\S\y). (5.36) 

Le terme lineaire est nul a cause de la condition d'equilibre (5.34). Dans l'equation (5.36) 
et par la suite on neglige les termes d'ordre superieur. En inserant (5.36) dans (5.35) avec 
la normalisation correcte on obtient la distribution gaussienne 



Si on se donne des deviations initiales yo / 0, elles vont en principe evoluer selon la loi 

(y a (t)) yo = J d^y y a P{y ,0\y,t). (5.38) 

Hypothese 5.3 (Regression des fluctuations) On suppose que les fluctuations obeis- 
sent en moyenne a un systeme differentiel lineaire 

^(ya(*))yo=-E G ^M*)) yo) (5-39) 

13=1 

qui decrit le retour a I'equilibre y e = 0. En ecriture matricielle 

^(yW) yo = -G-(y(t)) yo (5.40) 

a la solution formelle 

(y(t)) yo =e- Gt -y . (5.41) 

La matrice G n'est en general pas symetrique, elle met en jeu les temps de relaxation 
des deviations a I'equilibre. Remarquons que le systeme differentiel ferme (5.39) ne decrit 
pas revolution exacte du processus x(i) (cette derniere necessite la connaissance de toutes 
les correlations temporelles superieures), mais peut en etre une bonne approximation pour 
des temps excedant les temps caracteristiques de variation microscopique. 

Pour etablir un lien avec les equations de transport, on definit les grandeurs conjuguees 
aux quantites extensives x a 

F a (y) = —S(y), a = !,...,!/, (5.42) 
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qui sont aussi appelees forces thermodynamiques dans ce contexte. Au vu de (5.36), ces 
forces sont lineaires dans les fluctuations 

F = -5-y, (5.43) 

et par inversion (S est definie positive done S -1 existe) 

y = -S- 1 • F. (5.44) 

En inserant (5.44) dans (5.40) on obtient les equations de transport qui relient la variation 
temporelle des grandeurs extensives aux forces thermodynamiques 

± (y(t)) w = G 5 1 (F(t)) yo = L • (F(t)) yo . (5.45) 
La matrice _ 

(5.46) 



L = G S 1 



s'appelle matrice des coefficients cinetiques. En general, les coefficients cinetiques ne coin- 
cident pas exactement avec les coefficients de transport des equations phenomenologiques 
(5.27), (5.28) et (5.29), mais n'en different que par des facteurs de proportionnalite, comme 
les applications le montrent (voir la section 5.3). 

Relations de reciprocite de Onsager. Les relations de reciprocite de Onsager affirment 
que sous les hypotheses 5.1, 5.2 et 5.3, la matrice des coefficients cinetiques est symetrique 
L a /3 = Lp a . 

Preuve (Relations de reciprocite de Onsager) Avec yo = (yo,i> • • • > Uo,u), y = 
(yi, . . . ,y u ), nous avons 

{y a (0)yp(t)) = J d u y J d^y y , a yp W(y , 0|y, t) 

f av \ ( av W(yo,0|y,i) 

= J d y yo, a W(y ) J d y y p ^ 

= J d»y yo,aW(y ) J d»y y p P(y , 0|y, t) 

= J dy y , a W(y ) {yp(t)) yo . (5.47) 

Or par l'hypothese 5.3 de la regression des fluctuations, l'equation (5.41) donne pour t — > 
<y(t)) yo = e- Gt -y = (1 - Gt) • y + O (t 2 ) , (5.48) 
d'ou en negligeant les ordres superieurs o{t 2 ) 

V 

(Vl3(t))y = yo,p -t^Gfr j/o,7- (5-49) 

7=1 

En inserant (5.49) dans (5.47) on trouve 

{ya{$)yp(t)) = j d^yo yo, a yo,i3W(yo)-t ^G/3 7 J d u y y , a yo, 7 W(y Q ) 

"> v ' 7=1 •> v ' 

= (S~ 1 )a[j =(S 1 )~/a 

= {S-'U-HG-S- 1 )^. (5.50) 



5.3. EXEMPLE : EFFET THERMO-ELECTRIQUE 
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Pour etablir (5.50), nous avons utilise le fait que la distribution W(y) = P e (yo) est gaus- 
sienne (voir (5.37)), done que sa covariance est donnee par les elements de la matrice inverse 
de la forme quadratique (voir (2.71)). D'autre part, en intervertissant les indices a et (5 dans 
(5.50) 

(yp(0)y a (t)) = (S- 1 ) pa -t(G-S- 1 ) a(3 . (5.51) 
Finalement, une consequence de la microreversibilite est la relation (5.23) 

(y a (Q)yp(t)) = (yp(0)y a (t)), (5.52) 

qui permet d'egaler (5.50) et (5.51), et avec S a p = Sp a on en tire 

(G-S- 1 ) afi = (G-S- 1 ) fia , (5.53) 

" v ' N v ' 

(5,46) (5.46) 

— ^afi — ^fia 

ce qui acheve la preuve. ■ 



Remarque Rappelons que la definition (5.21) a ete etablie sous l'hypothese que les gran- 
deurs x a (u) = x a (ZJ) et l'hamiltonien H(u) = H(uJ) sont invariantes sous le renversement 
du temps to — > uJ. Ceci suppose l'absence de champ magnetique. En presence d'un champ 
magnetique B, l'hamiltonien qui depend de la combinaison v = p — eA (avec B = V A A) 
a la symetrie H(uj,3) = H(uJ,—3). De plus, on peut considerer des grandeurs x a (u>), 
comme par exemple les courants proportionnels aux vitesses, qui changent de signe sous le 
renversement du temps. On ecrira en general 

x a (uj) = e a x a (uJ). (5.54) 

e a = ±1 selon que x a (uj) est pair ou impair dans les vitesses. On laisse le lecteur verifier 
que la forme generale des relations de reciprocite devient 

L aP {B) = e a epLp a {-B). (5.55) 

o 



5.3 Exemple : effet thermo-electrique 

La theorie de Onsager montre sa puissance dans des applications specifiques. Nous illus- 
trons la demarche a suivre pour l'appliquer correctement dans l'exemple de l'effet thermo- 
electrique. 

Le systeme ferme S = Si U S2 etudie est schematise par la figure 5.2. II se compose de 
deux jonctions Si et £2 entre deux metaux A et B. Le circuit forme des deux metaux A et 
B peut etre soit ouvert soit ferme grace a un interrupteur C. L'etat de Sj est caracterise par 
l'energie interne Ui et la charge Qi. Ej est maintenu a une temperature Tj et soumis a un 
potentiel electrique 4>i- Lorsque E n'est pas a l'equilibre, il peut y avoir transfert d'energie 
et de charge entre ses parties £1 et £2- 
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FlG. 5.2 — Schema du systeme pour l'etude de 1'effet thermo-electrique. 



(i) Trouver la fonction d'entropie et identifier les grandeurs x a pertinentes dont elle 
depend. Soient respectivement S, Q et U l'entropie, la charge et Penergie interne du 
systeme S. L'extensivite impose 

' s = s 1 + s 2 , 

< Q = Qi+Q2, (5.56) 

k u = u l + u 2 . 

Comme £ = Si U £2 est ferme, les grandeurs totales Q et U sont conservees, done 

dQ = dU = 0. (5.57) 

La variation d'energie de £, est 

d?7 i = r i d5 i + i dQ i , (5.58) 
et par (5.56) on a dS = dS\ + dS 2 , done avec (5.58) 

dS = Idtfi - ^dQx + i-dU 2 - ^dQ 2 . (5.59) 

A cause des lois de conservation (5.57), les variations de U\ et U 2 (Qi et Q 2 ) ne sont 
pas independantes. On a dU 2 = —dU\ et dQ2 = —dQ\, done (5.59) devient 

Ml < sm > 

On voit que dans la notation du formalisme general S = S(x±,x 2 ) depend de deux 
variables que Ton peut identifier a 

X! = E/i, (5.61) 
x 2 = Qi. (5.62) 

(ii) Trouver les forces thermodynamiques F a . Appliquant la definition (5.42) a (5.60), 
elles sont 

d (5.60) 1 1 

= — ^xx.xa) = (5.63) 

9 (5.60) 02 4>\ ,- RA , 

F 2 = —S( Xl ,x 2 ) = (5.64) 
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(iii) Trouver les equations du mouvement. Les equations du mouvement (5.45) definis- 
sant la matrice L des coefficients cinetiques sont 3 

A x (t) = L-F(*), (5.65) 
done avec les equations (5.61) a (5.64) on obtient la forme explicite 



1 1 



1 1 



Qi = L 21 F 1+ L 22 F 2 = L 21 ^---j+L 22 \^-^-). (-,.07) 
avec L12 = T21 par le theoreme de reciprocite de Onsager. 



Effet Seebeck. Cet effet montre qu'un ecart de temperature AT engendre un ecart de 
potentiel electrique Acf). Considerons les systemes Si et £ 2 en equilibre thermique a tem- 
perature T\ = T 2 = T en absence de potentiel <p\ = (f> 2 = 0. Donnons maintenant un petit 
ecart de temperature AT en maintenant le circuit ouvert de telle sorte que Qi = 0. Notons 
AT = T2 — Ti, Acf) = 4> 2 — 4>i, et linearisons toutes les quantites vis-a-vis des deviations a 
P equilibre 



1 1 T 2 - Ti AT 
T x ~ T 2 TiT 2 ~ ~T T ' 



(5.68) 



amsi que 



Y 2 ~Y X - ^(Ti^-T^) = -^+Ia</> = iA0 (5.69) 
puisque (f> = a Pequilibre. En inserant (5.69) et (5.68) dans (5.67) on obtient 

= L 21 ^ + L 22 ^, (5.70) 

d'ou 

A0 = -^i^ = aAT. (5.71) 
-^22 J- 



(5.72) 



Le coefficient 

a = _^il 
-^22 T 

est dit coefficient Seebeck. (5.71) montre done qu'il se cree une difference de potentiel aux 
bornes proportionnelle a AT, ce qui est V effet Seebeck. 

Effet Peltier. Cet effet montre qu'un courant electrique s'accompagne d'un transfert de 
chaleur. On maintient les temperatures egales AT = 0, done T\ = T 2 = T. On ferme le 
circuit en introduisant une batterie entre les deux bornes qui produit un courant Q\. Le 
rapport des equations (5.66) et (5.67) donne alors 

7- = 7-, (5-73) 



3 Bien evidemment, ici x(t) et F(t) designent les valeurs moyennes comme dans (5.45), et non le processus 
lui-meme. 
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done 

Ui = T 1 Qi = bQ 1 . (5.74) 

-^22 

Le coefficient 

b=^ (5.75) 

-^22 

est appele coefficient Peltier. Ainsi, on voit de (5.74) que le courant electrique s'accompagne 
d'un transfert de chaleur Ui, ce qui est I'effet Peltier. 

La relation de Onsager L12 = L21 implique au vu de (5.75) et (5.72) 

b = -aT, (5.76) 

ce qui est la relation de Thomson. Cette relation est remarquable car elle met en rapport des 
phenomenes (transport de chaleur et transport electrique) qui sont a priori de nature com- 
pletement differente. Elle etait connue experimentalement des le 19 eme siecle, et le physicien 
britannique W. Thomson (devenu par la suite Lord Kelvin (1824-1907)) en avait propose 
une derivation (mais sur des bases erronees) en 1854. 



Remarques 

(i) Si on ne prend en compte que les phenomenes thermiques, (5.66) se reduit a 

^1 = ^(72-?!) (5.77) 

au premier ordre dans les deviations : on obtient precisement la loi de Fourier (5.27). 
En effet, il faut identifier T2 — T\ au gradient de temperature entre les deux systemes 
voisins £2 et £1, et U\ a —j q le courant de chaleur de £2 a Si- Ainsi, la conductivity 
thermique est reliee au coefficient cinetique L\\ par X = ^r- 
De meme pour un transport electrique, (5.66) donne 

Qi = ^(^» 2 -0i), (5.78) 
qui compare a la loi d'Ohm (5.28) conduit a a = ^p. 

(ii) On peut avoir deux types d'actions sur le systeme. On peut amener les grandeurs x 
a des valeurs hors equilibre xo 7^ x e au temps initial t = et examiner la relaxation 
y(t) = x(i) — x e des deviations a l'equilibre gouvernees par (5.39). On peut aussi 
soumettre le systeme a des forces selon (5.45) et creer ainsi un regime stationnaire 
hors equilibre avec courants non nuls comme dans I'effet Peltier. Du point de vue de 
la dynamique linearisee des observables macroscopiques, le systeme ne fait aucune 
distinction entre ces deux situations. 

o 



Chapitre 6 

L 'equation de Boltzmann 



6.1 Introduction 

Jusqu'a present, dans notre etude des processus irreversibles, nous nous sommes toujours 
interesses a des systemes ouverts, susceptibles d'echanger de l'energie avec un environne- 
ment. Un exemple standard est fourni par la theorie de Kramers, dans la formulation de 
Langevin ou de Fokker-Planck, qui decrit le mouvement aleatoire d'une particule singula- 
risee (particule test) dans le fluide qui joue le role de thermostat. Dans ces circonstances, 
la temperature est definie a priori comme celle du thermostat, et la relaxation est due au 
transfert d'energie dissipee dans ce thermostat. Sur le plan mathematique, les equations 
(Fokker-Planck, maitresse) qui regissent revolution de la distribution de probabilite dans 
une telle situation sont lineaires. 

La situation decrite par l'equation de Boltzmann est tout-a-fait differente. II s'agit d'etu- 
dier la dynamique d'un systeme ferme (sans echange d'energie avec un environnement) 
constitue d'un grand nombre de particules. Ce probleme est beaucoup plus difficile puis- 
qu'a la place d'une seule particule test, il est necessaire de traiter sur le meme pied N 
particules identiques (TV » 1), et les mecanismes de dissipation sont internes au systeme 
de ces iV particules. C'est Ludwig Boltzmann (1844-1906) qui le premier a propose en 1872 
sa fameuse equation decrivant revolution d'un gaz dilue dans une enceinte thermiquement 
isolee. Les seules interactions sont les collisions binaires entre particules gouvernees par 
un potentiel de paires V(rj — rj) de courte portee. 1 Dans ce chapitre nous nous bornons 
a presenter la derivation de l'equation en termes physiques simples, suivant les lignes que 
Boltzmann a tracees, et a en donner quelques consequences elementaires. Le developpement 
complet de la theorie ainsi amorcee, la theorie cinetique, necessiterait un autre cours. La 
theorie de Boltzmann, malgre les critiques qui lui ont ete adressees, garde de nos jours 
sa forme initiale et sa valeur de paradigme pour les questions touchant aux problemes de 
transport. 

Pour la simplicite de l'expose, nous considerons un gaz monoatomique : les atomes sont 
assimiles a des particules ponctuelles de masse m dont la dynamique est decrite par la 
mecanique classique. La quantite sur laquelle porte l'equation de Boltzmann est la densite 
/(r, v, t) dans l'espace de phase, c'est-a-dire /(r,v,t) d 3 rd 3 v est le nombre de particules 



1 I1 faut encore specifier des conditions de bord a la surface de l'enceinte. 
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de vitesse v dans d v qui se trouvent en d r centre en r au temps t, avec la normalisation 

/ d 3 r / d 3 v f(r,v,t) = N (6.1) 

ou N est le nombre total de particules, et Pintegrale spatiale porte sur le volume A du 
systeme. 

Soient {ri(t,u), Vj(i, u)}^ =1 les coordonnees des particules au temps t (le not hamil- 
tonien) correspondant a la condition initiale u = {rj,Vj}^ 1 , et fi(u) la distribution des 
conditions initiales. La densite au temps t est definie par 

JV 

/(r, v, t) = I du n{u) S ( r ~ u)) <5(v - Vi (t, to)). (6.2) 

i=i 

Notre probleme est d'etablir une equation devolution pour /(r, v, t). 



6.2 Evolution des particules non couplees 

Supposons que les particules se meuvent independamment les unes des autres dans un 
champ de force exterieur F(r), done 

mf t v i (t)=¥(r i (t)). (6.3) 

La contribution d'un terme de la somme (6.2) a la variation de /(r, v, t) est 
d 



_ }j j du n(u)6(r -Ti(t,u))6(v -Vi(t,u)) 

= J du n(u) (^(r -*i{t,u))) 5(v-Vi(t,u)) 
+ J du n(u)5(r-r t (t,u)) (JLs(v - Vi (t, u))^. (6.4) 
Utilisant (on omet d'ecrire l'argument u dans la suite) 

= -V;(t)- V r <5(r-r^)), (6.5) 



dt y " dt 

(6.3) F( ri (i)) 



m 



V v 5(v - vi(t)), (6.6) 



et inserant (6.5) et (6.6) dans (6.4) on a 
d f 

— / du n{u)8(r -ri(t,u))8(v -Vi(t,u)) 

= - J du n{u) Vi (t) • (V r <5(r - n(t))) <5(v - Vi (t)) 

_ f du, ^) IMA . (Vv A(v - Vi (t))) <5(r - ri (t)), (6.7) 
J rn 
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Dans ces integrates, rj(t) et Vj(t) peuvent etre identifies a r et v a cause des fonctions 
5. Finalement en sommant sur i = 1,...,N pour retrouver /(r, v,i) donne par (6.2) on 
obtient 



^/(r, v, t) + v • V r /(r, v, t) + ^ • V v /(r, v, t) 



0. 



(6.8) 



Si on se reporte a l'equation de Kramers (3.65) et que l'on y neglige l'effet de Ip du fluide 
sur la particule test, on voit que P joue le meme role que / dans (6.8) (a la normalisation 
pres) et obeit a la meme equation, due au not induit par le mouvement des particules 
independantes. 



6.3 Effet des interactions mutuelles 

6.3.1 Ordres de grandeurs et hypotheses 

Pour prendre en compte l'effet des interactions entre les particules, on introduit egale- 
ment un second membre a l'equation (6.8) sous la forme 



^/(r, v, t) + v • V r /(r, v, t) + ^ • V v /(r, v, t) = ^/(r, v, t) 



(6.9) 

collision 



avec ^/(r, v, *) | collision l e terme donnant le changement de / du aux collisions. Comment 
evaluer ce nouveau terme ? Les arguments qui vont suivre reposent sur certaines hypotheses 
valables pour les gaz dilues. Pour un gaz d'helium a temperature ambiante et pression 
atmospherique, on a les donnees suivantes 

- portee de la force interatomique a ~ 3 A 

- distance entre deux particules voisine A ~ 30 A 

- vitesse moyenne d'un atome v ~ 1000 m/s 

- libre parcours moyen I ~ 1500 A. 

Le rapport de la duree moyenne d'une collision ^ a celle du temps de vol moyen tau = ^ 
qui s'ecoule entre deux collisions 

^~2.KT 3 (6.10) 

l/v 

donne la fraction du temps durant laquelle une particule est en cours de collision : le fait 
que cette fraction est petite motive les approximation suivantes : 

(i) Seules les collisions binaires sont prises en compte. Les situations ou plus de deux 
particules sont simultanement dans un regime d'interaction commun sont rares et 
negligeables. 

(ii) Deux particules de position r(t) et ri(i) n'entrent en interaction que si \r(t) — r i (t) | < 
a. Comme a est beaucoup plus petit que Pechelle de variation A de la densite elle- 
meme, on admettra que deux particules n'entrent en collision que si elles se trouvent 
au meme point r au meme temps t. 

(iii) Le nombre de paires de particules de vitesses v et vi qui entrent en collision dans un 
volume d'extension d 3 r centre en r est approxime par /(r, v, t)f(r, Vi,t) d 3 r d 3 vd 3 vi. 

Cette derniere hypothese est appelee «chaos moleculaire» (ou «Stosszahlansatz» formule 
par Boltzmann). En toute rigueur ce nombre de paires est donne par une fonction de 
distribution jointe des vitesses f(r, v, vi, t) d 3 r. Le "chaos moleculaire" signifie que l'on 
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ne tient pas compte des correlations des vitesses des particules qui entrent en collision : 
on admet par exemple qu'a cause de la faible densite, les correlations introduites par des 
recollisions entre memes particules sont negligeables. 

Nous allons faire un calcul approche de ^/| collision sous ces hypotheses. 



6.3.2 Description d'une collision 

Considerons deux particules de vitesses v et Vi avec un potentiel d'interaction radial 
V (|r — ri |) et qui subissent une collision, avec vitesses finales v' et respectivement (voir 
la figure 6.1). 




FlG. 6.1 — Collision entre deux particules de vitesses initiales v, vi et de vitesses finales v', v'i respective- 
ment. Ces particules de trajectoires respectives r(t) et ri(t) interagissent par l'intermediaire d'un potentiel 
central V (|r — n|), dont la region d'interaction telle que V (|r — n|) / a ete representee en fonce. 

II est utile de decrire le processus dans le referentiel de centre de masse a l'aide des 
coordonnees relatives : 

vitesse du centre de masse : V = ^ ( v + Vi ) 

vitesse relative : u = vi — v . . 

position relative : p = ri — r 

masse reduite : ii=\m 

Dans le referentiel du centre de masse on peut considerer le probleme equivalent de la diffu- 
sion d'une particule de vitesse u par le potentiel radial V(|p|). On a les lois de conservation 
de la quantite de mouvement 

v + vi=v' + vi, (6.12) 

et de I'energie 

|v| 2 + |v 1 | 2 = |v'| 2 + |v , 1 | 2 ) (6.13) 



qui donnent 4 relations entre les vitesses. Dans le referentiel du centre de masse, en remar- 
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quant que la loi de conservation (6.13) donne 



I i |2 I / , / |2 
|V + Vi| = |V + V-J 



|v| 2 + |vi| 2 + 2v • vi = |v'| 2 + |vi| 2 + 2v' • vi 
V ■ Vi = v' • v[ 

l v ! 2 + l v i| 2 - 2v ■ vi = |v'| 2 + |vi| 2 - 2v' • v[ 

|v- vi| 2 = |v' - vil 2 , (6.14) 



done P equivalent des relations (6.12) et (6.13) est 



V = V', 



u 



u 



(6.15) 
(6.16) 



La relation (6.15) signifie que le centre de masse est en translation uniforme, tandis que pour 
(6.16) l'energie relative (ou le module de la vitesse relative) est conservee. Le phenomene 
de diffusion dans le referentiel du centre de masse est illustre par la figure 6.2. II consiste 
uniquement en un changement de direction de la vitesse relative. 




|u|dt 



FlG. 6.2 — Phenomene de diffusion dans le centre de masse. La surface A est definie comme etant perpen- 
diculaire a u, et Tangle solide est donne par f2 = (8, ip). 

Si la vitesse incidente u est ffxee et defrnit l'axe z, la vitesse apres diffusion u' = 
(|u'|,0, ip) = (|u'|,Jl) est represente en coordonnees polaires par rapport a cet axe. Comme 
|u'| = |u| est fixee, la vitesse finale u' est determinee par l'angle solide 0, = (9,(p) unique- 
ment, qui depend du potentiel d'interaction. L'information sur le processus de diffusion est 
contenu dans le concept de section efficace cr(Jl) definie comme suit. Imaginons un flux de 
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particules incidentes / de vitesse u, alors 
I = 



nombre de particules traversant une unite de surface 
perpendiculaire a u par unite de temps 

Aluldt 



= n(u) Adt 

= n(u)|u|, (6.17) 

avec n(u) le nombre de particules par unite de volume qui sont de vitesse u. La section 
efficace a(Q, |u|) est alors definie par la relation 



/<7(fi,|u|)dn = 



nombre de particules diffusees dans l'element d'angle solide df2 
autour de par unite de temps, quand le flux incident est /. 

(6-18) 

o~(Q, |u|) doit etre calculee de cas en cas a partir de la dynamique regie par le potentiel 
V. Nous admettrons cr(f2, |u|) connue. A cause de la symetrie spherique du potentiel V, 
a = a (6, |u|) ne depend pas de Tangle ip. 



6.3.3 Bilan des collisions et equation de Boltzmann 

Pour evaluer Jj/(r, v, t)\ u; . on fait un bilan dans l'espace des vitesses de la variation 
du nombre de particules de vitesse donnee v suite aux collisions. Selon l'hypothese (ii) de 
la page 123, ces collisions ont lieu dans un petit element de volume A(r) centre en r. Cet 
element de volume est petit vis-a-vis du volume total du gaz, mais contient sumsamment 
de particules pour pouvoir decrire les collisions en terme de flux et de section efficace. Le 
point r est maintenu fixe dans la discussion qui suit. 

Plus precisement, on se donne un element de volume A(v) centre en v dans l'espace des 
vitesses et on ecrit 

C,-C p , (6.19) 



collision 



avec C p le terme de perte 

C A(r) A(V) dt — i nom ^ re ^ e COiUs i° ns survenant entre t et t + dt ou une particule 
p | dans A(r) de vitesse v acquiert une vitesse finale ^ A(v) 

(6.20) 

et C g le terme de gain 

C AC ) AC ) dt — { nom ^ re ^ e c °l ns i° ns survenant entre t et t + dt ou une particule de 
9 | vitesse quelconque v' dans A(r) acquiert une vitesse finale G A(v). 

(6.21) 



Terme de perte 

Estimons tout d'abord le terme de perte qui est le plus simple. On peut penser que les 
particules de vitesse vi forment un flux incident qui est diffuse par les particules cibles de vi- 
tesse v et raisonner dans le referentiel du centre de masse. Etant donne que /(r, vi, t) A(vi) 
est le nombre de particules par unite de volume qui ont la vitesse dans A(vi), selon P analyse 
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de la section 6.3.2 le flux incident de particules de vitesse vi entrant en collision avec une 
particule de vitesse v dans A(r) est 

/(r,vi,t)A(vi)|v-Vi|. (6.22) 

Le nombre de particules diffusees par unite de temps hors de A(v) lors de telles collisions 
est 

/(r, vi,t) A(vi) |v - vi| a(n, |v - vi|). (6.23) 

Le nombre total de particules diffusees par unite de temps hors de A(v) s'obtient en mul- 
tipliant (6.23) par le nombre de particules cibles dans A(r) A(v), soit /(r, v,t) A(r) A(v), 
et en sommant sur tous les vitesses initiales vi et angles de diffusion Q. En considerant les 
elements A(r), A(vi) et A(v) comme des infinitesimaux dans cette sommation, on obtient 

C p d 3 rd 3 v = J an J d 3 Vl /(r,vi,t)/(r,v,t)d 3 rd 3 v|v- vi|<7(fi,|v- vi|), (6.24) 

et done finalement 

C p = [dQ [ d 3 Vl |v-vi|(7(n,|v-vi|)/(r,v,t)/(r,vi,t). (6.25) 

J JR3 

Dans cette derivation, on a mis en jeu Phypothese du chaos moleculaire : en place du produit 
des densites dans (6.25) devrait figurer la distribution de paires /(r,v,Vi,i). 



Terme de gain 

On s'interesse a toutes les collisions (v',vi) — > (v,Vi) dans A(r) de vitesses initiales 
quelconques v', vi telles que la vitesse finale d'une des particules soit v € A(v). Par un 
raisonnement analogue a celui fait pour le terme de perte, le nombre de telles collisions dans 
A(r) par unite de temps avec v' 6 A(v'), v[ 6 A(v' x ) et donnant lieu a une diffusion dans 
Pelement d'angle dO est 

/(r, v', t) f(r, vi, t) A(r) A(v') A(vi) |v' - vi | *{Sl, |v' - vi|) dSl. (6.26) 

II faut sommer sur toutes ces collisions avec la contrainte que v G A(v). Cela donne 



C 9 A(v) = 




dVdVi /(r,v / ,t)/(r,vi,i)|v / -vi| ( r(Q,|v / -vi|), 

'JeA(v) 



(6.27) 

ou la vitesse finale v[v',vi] doit etre consideree comme une fonction des vitesses initiales 
v' et vi. La contrainte v[v',vi] G A(v) signifie qu'il faut restreindre l'integration aux 
configurations des vitesses initiales v',vi qui produisent une vitesse finale dans A(v). 

Changeons de variables d'integration en prenant v' et vi comme fonction de v et Vi. 
Remarquons que pour Q fixe, le jacobien de la transformation est egal a 1. En effet, puisque 
le changement de coordonnees au referentiel du centre de masse est canonique, on a 



d 3 vd 3 vi = d 3 Vd 3 u, 
d 3 v'd 3 vi = d 3 V'dV. 



(6.28) 
(6.29) 
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Or V = V' implique d 3 V = d 3 V. De plus puisque |u| = |u'|, la transformation u — > u' est 
une rotation qui laisse le jacobien invariant, a savoir d 3 u = d 3 u' d'ou le resultat d 3 v d 3 vi = 
d 3 v'd 3 v' 1 . Ainsi, avec |v — vi| = |v' — v^| l'equation (6.27) devient 

C 9 A(v)= ! dSl ! d 3 Vl I d 3 v|v-ViKfi,|v-Vi|)/(r,v / ,i) /(r,vi,t), (6.30) 
J Jn 3 Ja(v) 

d'ou finalement, en prenant A(v) infinitesimal 

C g = [dSl [ d 3 Vl |v-vi|<7(Q,|v-vi|)/(r,v',t) /(r,vi,t). (6.31) 
J Jn, 3 

En inserant (6.31) et (6.25) dans (6.9) on obtient l'equation de Boltzmann 



|-/(r, v, t) + v • V r /(r, v, t) + ^ • V v /(r, v, t) 

ot m 



J dSl J d 3 Vl | v - Vl | a (SI, | v - Vl I) (/(r, v', t) f(v, vi , i) - /(r, v, i) /(r, vi , t)) . 



(6.32) 

Dans cette ecriture traditionnelle, on note simplement les arguments du terme de gain v' 
et v' x . II ne faut pas oublier que ces vitesses sont a determiner en fonction de v et Vi. En 
fait, dans le processus de diffusion (v', v' x ) — > (v, Vi), v' et v' x sont entierement determinees 
par la donnee de v, Vi et SI en utilisant les lois de conservation (6.15) et (6.16). En effet, v, 
vi fixent V et u, V = V et u' est determine par SI (puisque |u| = |u'|), d'ou 1'amrmation. 
Nous ne donnons pas ici de formules explicites pour cette dependance. 

On appelle le membre de droite de l'equation de Boltzmann (6.32) le terme de collision 

i/(r,v, t) = dSI d 3 vi |v - vi| a (SI, |v - vi|) x 

x (f(r, v', t) f(r, vi,i) - f(r, v, t) f(v, vi, t)) . (6.33) 

Pour mettre en lumiere le bilan des vitesses, on peut ecrire le terme de collision sous la 
forme 

i)(r,v,t)= / d 3 vi / dV / dVi W(v,vi|v',vi)x 
Jn 3 Jn 3 Jh 3 

x (/(r, v', t) f(r, vi,i) - f(r, v, t) f(r, v 1; t)) , (6.34) 

avec 

W(v,v 1 |v',v' 1 ) = a(acos(^),|u|) S (V - V) ^ ll^zMT ) (6 . 35) 

les taux c?e transition entre deux etats de vitesse (v, Vi) et (v^v^). Bien entendu V = 
v + vi = V = v' + v'i est la vitesse du centre de masse, u = v — Vi, u' = v' — v' x sont 
les vitesses relatives. Les facteurs de Dirac manifestent les lois de conservation V = V' 



et |u| = |u'|, et 9 = acos j es t l'angle de diffusion. L'egalite entre le terme de 

collision (6.32) et (6.34) se voit si on fait le changement de variables (v',vi) — > (V',u') 
dans Pintegrale (6.34), qui est de jacobien 1, avec 

d 3 v' d 3 v; = d 3 V d 3 u' = d 3 V |u'| 2 d|u'| dSl = d 3 V |u'| d (6-36) 
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Cette formulation faisant intervenir les taux de transition a l'avantage de permettre de 
mettre en evidence les symetries. En observant (6.35), on en conclut les symetries evidentes 

W(v, vi|v', vi) = Mvi.vlviy) = W(v',vi|v,vi). (6.37) 

Bien qu'on puisse formuler le terme de collision a l'aide de taux de transition, la situation 
differe profondement de celle de l'equation maitresse par le fait que If(r,v,t) depend qua- 
dratiquement de la distribution / et non lineairement comme dans le terme Ip de l'equation 
de Kramers (3.65). Cette non linearite (qui suit de Phypothese du chaos moleculaire) est 
la manifestation du fait que nous traitons un systeme isole de N particules en interaction 
mutuelles au lieu d'une seule particule dans un environnement donne. 



6.4 Systeme homogene 

6.4.1 La distribution de Maxwell 

L'equation de Boltzmann (6.32) est integro-differentielle partielle non-lineaire, et sa 
resolution n'est pas elementaire. Considerons la situation la plus simple ou la force exterieure 
est nulle F = 0, et la distribution spatiale est homogene f(r,v,t) = f(y,t), dans l'espace 
infini. L'equation (6.32) se reduit alors a 

^/(v.*) = / dn j n , d3vi Iv-vi|(7(n,|v-vi|) {f(y',t)f(-v , 1 ,t)-f(y,t)f(v 1 ,t)) 
= I f (v,t). (6.38) 

La premiere question est l'existence d'une distribution des vitesses stationnaire /(v). II est 
clair que /(v) est stationnaire si 

/(v)/(vi) = /(v')/(vi), (6.39) 

ou de facon equivalente si 

ln(/(v)) + ln(/(vi)) = ln(/(v')) + ln(/(v'i)). (6.40) 

II s'agit done de determiner la classe des distributions /(v) qui satisfont (6.40) en se souve- 
nant que (v, vi) et (v', v' x ) sont les vitesses initiales et finales d'une collision. En consequence 
des lois de conservation (6.12) et(6.13), il est evident que la fonction 

ln(/(v)) = a + h- v + c|v| 2 , (6.41) 

oil a, b et c sont 5 constantes, verifie (6.40). On peut montrer que e'est en fait la solution 
generale (on peut avancer l'argument que s'il y avait un terme additionnel independant des 
precedents dans (6.41), cela donnerait lors de la collision une loi de conservation supple- 
mentaire a (6.12) et (6.13). Cette loi additionnelle fixerait a l'avance les angles de diffusion 
$7, independamment du potentiel d'interaction, ce qui est physiquement absurde). Avec une 
autre parametrisation on peut reecrire (6.41) sous la forme 

f{v) = Ae- B(v ~ V0 '> 2 , (6.42) 

ou A, B et vo sont 5 nouvelles constantes a de terminer. A est fixee par la normalisation 
de /(v), vq par la vitesse moyenne et B par les fluctuations de la vitesse; vq represente 
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une translation uniforme de tout le fluide et par changement de referentiel, on peut done 
prendre vo = sans restriction. Introduisant le parametre T relie aux fluctuations de la 
vitesse par 

^ / d 3 v |v| 2 /(v) = \pk B T, (6.43) 

2 JR3 2 

oil p est la densite du gaz, on ecrit /(v) sous la forme finale 

m \3/2 ! m |y|2 

— e 2 k B T . (6.44) 

C'est la distribution de Maxwell des vitesses relative a une temperature T. Le point re- 
marquable de ce resultat est que cette distribution ne suit pas du contact avec le reservoir 
thermique (comme dans la theorie de Langevin), mais decoule intrinsequement de la dy- 
namique des collisions d'un grand nombre de particules entre elles. Le mecanisme d'equi- 
libration thermique est du aux interactions entre ces particules et non pas a un echange 
d'energie avec l'exterieur. La temperature est alors definie selon (6.43) comme l'energie 
cinetique moyenne. 



/( V ) = r» = P 



Temps de collision 

On peut faire une estimation simple du temps moyen r entre deux collisions lorsque le 
systeme est homogene et a Pequilibre thermique. Le terme de perte C p d 3 v (6.25) represente 
le nombre de collisions par unite de volume et de temps qui conduisent une particule a 
quitter l'element de volume d 3 v. Ainsi le nombre de collisions survenant par unite de temps 
et de volume au point r est 

M(r,t)= [ d 3 v f d 3 Vl /"dfi<7(fi,|vi-v|)|vi -v|/(r,v,t)/(r,vi,t). (6.45) 

Pour un systeme homogene de densite p a Pequilibre, la distribution / est la maxwel- 
lienne (6.44), N est independant de r et t et on peut done definir le temps moyen entre 
deux collisions de paires de particules par 

r-£. (6.46) 

Pour estimer J\f faisons l'hypothese simplificatrice que Ton peut negliger la dependance de 
la vitesse relative |u| = |vi — v| dans la section efficace totale cr tot = / d£la(Q, \u\). Ainsi 

Pour effectuer les integrates on passe aux variables de centre de masse (6.11) avec d 3 vd 3 vi = 
d 3 Vd 3 u et v 2 + vj = 2V 2 + u 2 /2 : 

M = a totP 2 (^) 3 / R3 d 3 Ve"^ 2 jf s d 3 unexp (-^) . (6.48) 

La premiere integrale vaut (7r//3m) 3 / 2 , et la seconde apres le changement de variable (3mu 2 /4 = 
x vaut (327r/(/3m) 2 ) J °° dxxe~ x . Tous comptes faits, 

/ 1 \V2 

M = 4a tot/ 9 2 — - , (6.49) 
\7rpm / 
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et done 

(6.46) p (6.49) 1 ( irm\ 1/2 

En mettant les valeurs typiques des grandeurs pour un gaz dilue on trouve l'ordre de 
grandeur de r ~ 10~ 10 a 1CT 11 [s]. 



6.4.2 Le theoreme "H" 

Comme pour les equations maitresse, il existe une fonctionnelle de l'etat qui est mono- 
tone sous revolution. 



Theoreme 6.1 (Theoreme "H" de Boltzmann) Supposons qu'il n'existe pas de forces 
exterieures (F = 0) et que le systeme soit homogene dans tout I'espace (V r /(v, t) = 0). 
Definissons 

H(t)= [ d 3 v/(v,i)ln(/(v,i)), (6.51) 

alors pour tout t > 

^H(t) < 0. (6.52) 

Preuve (Theoreme "H" de Boltzmann) Pour alleger la notation, on omet dans cette 
demonstration Pecriture de la variable t de /. 

= I d 3 vi/(v)(ln(/(v)) + l) 
Jr3 at 

I d 3 vl f (v,t) (ln(/(v)) + l) (6.53) 

JR3 

/ d 3 vd 3 vidVdVi WCv.vilv'.vi) (/(v')/(vi) - /(v)/(vi)) 

JR3X4 



(6.38) 
(6.34) 



X 

x(ln(/(v)) + l) (6.54) 

= / d 3 V d 3 Vl dV dVx W(V, Vl | V ', vi) (/(V') /(vi) - /(v) /(vi)) X 

JR3X4 

x(ln(/(vi)) + l). (6.55) 

La derniere egalite provient du changement de variables muettes (v,v') ^ ( v i) v 'i) en 
utilisant les symetries (6.37) des taux de transition. En prenant la demi-somme de (6.54) 
et (6.55) on a 

^-H(t) = l [ d 3 vd 3 vidVdViW(v,vi|v',v' 1 ) (/(vO/(vi)-/(v)/(vi))x 

x(ln(/(v)/(vi)) + 2). (6.56) 
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Dans cette integrale, on fait le changement de variables (v, Vi) ±5 (v',vi) et utilise les 
symetries (6.37) des taux de transition de sorte que 

±H(t) = -\l d 3 vd 3 vidVdVi yV(v, Vl |v',vi) (/(v')/(vi) - /(v)/(vi)) x 

dt 2 J n 3x4 

x (In (/(v') /(vi)) + 2) , (6.57) 
et prend a nouveau la demi-somme de (6.56) et (6.57) pour obtenir 

±H(t) = -\\ d 3 vd 3 vidVdVi W(v,vi|v',vi)(/(v , )/(vi) - /(v)/(vi))x 
dt 4 J]R3x4 V / 

x (ln(/(v')/K))-ln(/(v)/( Vl ))). (6.58) 

Etant donne que W(v, Vi|v', v^) > 0, cette derniere expression est negative suite a l'inega- 
lite (x — y)(ln(x) — ln(y)) > 0, ainsi ^H(t) < 0, ce qui acheve la preuve. ■ 

Sous des conditions appropriees, on obtient comme corollaire (comme pour les equations 
maitresses) que /(v, t) evolue vers l'equilibre. Precisement, si la distribution initiale /o( v ) = 
f(y,t = 0) a une energie cinetique finie 

/ d 3 v |v| 2 /o(v) < oo (6.59) 

et si <t(Q, |u|) > 0, alors 

lim/(v,t) = / e (v). (6.60) 

t— >oo 



6.5 Systeme inhomogene 

6.5.1 Lois de conservation locales 

La puissance de l'equation de Boltzmann se revele pleinement lorsqu'on l'applique a la 
description locale d'un fluide non homogene. La premiere observation concerne les gran- 
deurs conservees. Puisque chaque collision conserve le nombre de particules, l'impulsion et 
l'energie cinetiques des particules en jeu, il doit y avoir des lois de conservation correspon- 
dantes au niveau hydrodynamique pour la densite volumique, la densite d'impulsion, etc. 
On appelle invariant de collision au point r toute fonction %(r, v) telle que 

X(r, v) + x(r, vi) = x(r, v') + x(r, vi), (6.61) 

ou (v,vi) et (v',vi) sont les vitesses initiales et finales d'une collision. 
Un invariant de collision satisfait a 

/ d 3 vx(r,v)/ / (r,v,t)=0, (6.62) 

oil If(r,v,t) est le terme de collision (6.34). La demonstration de (6.62) s'effectue comme 
celle du theoreme "H". On fait les changements de variables v^vi puis v t» v', Vi ^ v' 1; 
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puis v £5 v' 1; vi t» v' et on utilise les symetries de W(v, Vi|v', v^). En additionnant les 4 
formes de (6.62) ainsi obtenues, il vient 

f d 3 v X (r,v)I f (r,v,t) = ] [ d 3 v f d 3 Vl /" dV f dViW(v,vi|v',vi)x 

x (/(v')/(vi) - /(v)/( Vl )) ( X (v) + X (vi) - X(v') - xK)) = 0, (6.63) 
ce qui etablit (6.62). 

Multipliant l'equation de Boltzmann par x( r > v )) integrant sur v et utilisant (6.61) on 
obtient 

/ d 3 v x(r, v) ( ^ + v • V r + -F(r) • V v ) /(r, v, t) = 0. (6.64) 
J n z \dt m J 

Comme illustration, derivons de la la loi de conservation de la masse qui correspond au 
choix de x(r, v) = m dans (6.64) qui se reduit alors a 

J^(r, t) + V r • (p(r, t)u(r, *)) = (6.65) 

si on definit la densite de masse par 

p(r,t) = m d 3 v/(r,v,t) (6.66) 

JR3 

et le champ de vitesse par 

u(r,t) = -^- [ d 3 vv/(r,v,t). (6.67) 

(6.65) est precisement l'equation de continuite exprimant la conservation locale de la masse. 
On deduit les autres lois de conservation avec des choix appropries de la densite d'impulsion 
et d'energie cinetique. 

6.5.2 Entropie et production d'entropie 

La theorie de Boltzmann permet de donner une definition de l'entropie hors equilibre 
et de son evolution. Supposons qu'il n'y ait pas de forces exterieures (F = 0). On identifie 
alors la densite d'entropie au point r a 

S(r,t) = -k B f d 3 v /(r,v,t) ln(/(r,v,t)). (6.68) 

JR3 

Utilisant l'equation de Boltzmann (6.32), on obtient 

ls{r,t) ( = 8) 4 B | 3 d 3 v^/(r,v,t) (ln(/(r,v,t)) + l) 

(6 = ) k B f d 3 v (v • V r /(r, v, t)) (ln(/(r, v, t)) + 1) 

JR3 

-k B f d\l f (r,v,t) (ln(/(r,v,t)) + l). (6.69) 

JR3 

Introduisons le courant d'entropie 

j s (r, t) = -k B I d 3 v v /(r, v, t) In (/(r, v, t)) , (6.70) 

7R3 
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On remarque alors que la divergence de j s (r,t) est 

V r • j s (r, t) = -k B [ d 3 v v • V r (/(r, v, t) In (/(r, v, t))) 

= -k B [ d 3 v (v • V r /(r, v, t)) (In (/(r, v, t) + 1)) . (6.71) 

Definissons encore le terme de production d'entropie par 

a s (r, t) = -k B [ d 3 v I f (r, v, t) (In (/(r, v, t)) + 1) . (6.72) 

cr s (r,t) est identique (au facteur — k B pres) a l'expression (6.53) avec la seule difference 
que (6.72) est local au point r. Toutes les manipulations qui passent de (6.53) a (6.58) 
peuvent etre reproduites identiquement en ajoutant l'argument r a If(y,t) et f(v,t), et on 
en conclut que a s (r,t) > 0. En introduisant (6.72) et (6.71) dans (6.69) on obtient 

d 

-S(r, t) + V ■ j s (r, t) = a s (r, t) > 0. (6.73) 

Cette derniere equation est bien identique au bilan d'entropie obtenu en thermodynamique 
des processus irreversibles (equation de continuite d'entropie), si on interprete j s (r, t) comme 
le courant d'entropie et cr s (r, t) comme la production d'entropie. Cette production d'entropie 
est due aux collisions comme le montre la definition (6.72), et elle est toujours positive. 

Pour le systeme total qui est isole et n'echange done pas d'entropie avec l'exterieur, 
l'entropie totale S(t) = J* A d 3 r S(r,t) obeit au second principe de la thermodynamique 

±S(t) ( = 3) |d 3 r ffs (r,t) > 0. (6.74) 

Les memes remarques faites dans la section 4.4 s'imposent ici aussi. II ne s'agit en aucune 
fagon d'une demonstration du second principe a partir des lois de la mecanique microsco- 
pique puisque nous utilisons ici la dynamique de Boltzmann sujette a l'hypothese du chaos 
moleculaire. Nous obtenons cependant dans ce cadre un modele qui presente toutes les 
caracteristiques de la thermodynamique des processus irreversibles. 

6.5.3 L'equilibre local et l'approximation du temps de relaxation 

Lorsque le systeme est inhomogene, on observe que la distribution de la forme (6.42) 

/ loc (r, v, t) = A(r, t) e -S(r,t)(v-v„(r,t)) 2 (g 75) 

annule encore le terme de collision (6.34). La demonstration est la meme que (6.39) a (6.41), 
oil maintenant les constantes dependent de r et t. On peut a nouveau ecrire (6.75) sous la 
forme 

/ \ 3/2 

definissant ainsi un champ de vitesse local Vo(r, t) et une temperature locale T(r,t). 



1 m(v - v (r,t)y 

2 k B T(r, t) 



(6.76) 
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Si le systeme est soumis a des conditions exterieures qui imposent par exemple un 
gradient permanent de densite ou de temperature, on peut construire une solution approchee 
de P equation de Boltzmann de la forme (6.76) ou la dependance en r et t n'intervient que par 
l'entremise de p(r,t), Vo(r,t) et T(r,t). En particulier, en regime stationnaire on aura aussi 
un modele d'etat hors equilibre correspondant a une situation de transport. Localement, 
chaque partie du systeme a une distribution d'equilibre de densite p(r) et de temperature 
T(r). Neanmoins on peut avoir dans un tel etat des phenomenes de transport de masse ou 
de chaleur puisque Vp(r) et VT(r) sont non nuls. 

On considere que lorsque la distribution hors equilibre f(r,v,t) differe peu de la dis- 
tribution d'equilibre local / loc (r, v, t), le premier effet du terme de collision est de la faire 
relaxer vers cette derniere dans un temps r beaucoup plus court que Pechelle de variation 
des grandeurs thermodynamiques locales. Une estimation de ce temps a ete donnee par 
l'Eq. (6.50) 2 . On ecrit dans ces conditions 

— f{r,v,t) +v V r /(r,v,i) = (6.77) 

ou le membre de droite est 1' approximation du temps de relaxation de l'operateur de colli- 
sion. 



Conduction thermique dans un gaz 

Nous illustrons l'usage de cette equation approchee par le calcul de la conductivity 
thermique k d'un gaz. Celle-ci est definie par la loi de Fourier 

j = -kVT (6.78) 

qui relie le courant de chaleur Jq au gradient de temperature. Le probleme se formule 
comme suit. On considere un gaz homogene dans les directions x, y soumis a un gradient de 
temperature a = dT(z) jdz constant dans la direction z de telle sorte que la temperature au 
point r = (x, y, z) est T(z) = T + az. Le gaz est decrit par l'equation de Boltzmann dans 
1' approximation du temps de relaxation, dont on va chercher une solution stationnaire. La 
distribution d'equilibre local depend des densites et temperatures inhomogenes p{z) et T(z) 
respectivement : 



,3/2 / I 1 2 

doc, / m \ ( m\\V 



(6 ' 79) 

On suppose que la pression du gaz est uniforme et est donnee en chaque point par l'equation 
des gaz parfaits 

P = p(z)k B T(z). (6.80) 
On cherche alors une solution stationnaire de (6.77) au premier ordre en a de la forme 

/(z,v)=/ loc (z,v)(l+a ff (v)) (6.81) 



2 Une etude plus precise des temps de relaxation implique l'analyse de l'equation de Boltzmann linearisee 
autour de la distribution d'equilibre et des ses valeurs propres (voir [RL, Wa]) ; les predictions en ordre de 
grandeur sont les memes. 
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ou ag(v) est la deviation a la distribution maxwellienne locale due au gradient de tem- 
perature a l'ordre lineaire en a (g(v) est independant de z a cet ordre). En developpant 



p 



k B (T+az) 



et 



f oc (z,v) = p(z) 



m 



^ K 2itk B {T + az 



3/2 



exp 



m v 



on trouve au premier ordre en a 

/ ioc (z, V ) = r ( i(v 



1 + 



2k B (T + az) 
az I mlvl 2 5" 



('- 



(6.82) 



(6.83) 



T \2k B T 2 / 

ou / eq (v) est la distribution d'equilibre homogene (6.44) avec densite p = p(z = 0). On 
forme ensuite la distribution (6.81) toujours au premier ordre en a 



z(z,v) = rv) 



i + t^ 



az ( m|v| 



T \2k B T 2 



o + «f( v ) 



(6.84) 



ce qui conduit a 



v • V r /(r, v) = v z -f(z, v) = / cq (v)^ 



av z ( mlvl 



2k B T 



f(z,v)-f oc (z, V )=an(v)g(v). 
En introduisant (6.85) dans l'equation stationnaire (6.77) on determine finalement 



5(v) = 



TV, 



m|v| 2 \ 
2k B T) ■ 



(6.85) 



(6.86) 



Le courant de chaleur est defini comme le transport d'energie cinetique dans la direction z 
moyenne par la distribution stationnaire (6.81) : 

|2 



m v 



JQ = [ d 3 v[/ loc (z,v)(l + a ff (v))K^ 

= a f d 3 v/ loc (z,v) 5 (v)« 2 

= a I d\r{v)g(v)v z 
7r3 



m v 



(6.87) 



La deuxieme egalite resulte du fait que seul contribue le terme proportionnel a a puisque 
/ loc (z,v) est de symetrie spherique en v, et dans la troisieme on peut remplacer / loc (z,v) 
par / cq (v) au premier ordre en a. En substituant l'expression (6.86) on trouve avec le 
changement de variable yj m/2k B Tv = u, v = |v| : 



rpk B T 
JQ = ~c a, 



m 



(6.88) 



ou la constante c se calcule en coordonnees spheriques 



c = 



3v^ 
35 25 

T ~ T 



/ d 3 ue-" 2 « 
J™ duu 8 e- u2 J™ duu 6 e- u2 ^j 
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Finalement on peut utiliser le resultat (6.50) pour le temps de relaxation, d'ou la formule 

(6.90) 



5 1/2 



16(7 to t V 771 

qui exprime le coefficient de transport n en terme de la section efficace de collision. 



Chapitre 7 

Theorie de la reponse lineaire 



Ce chapitre a pour but d'etudier comment reagit un systeme a de faibles perturbations. 
La theorie developpee est dite lineaire dans le sens que l'on ne retient l'effet de la pertur- 
bation sur le systeme qu'a l'ordre lineaire. Le fait que les observables du systeme possedent 
un developpement en puissances du parametre de couplage de la perturbation n'est pas 
evident et necessite une preuve qu'il n'est pas toujours aise d'apporter. Nous le tiendrons 
pour acquis, au moins pour le premier ordre. Nous exposons la theorie dans le cas quantique. 
II existe une version classique tout-a-fait analogue. 



7.1 Reponse a des champs exterieurs 

Une facon habituelle d'etudier un systeme est d'examiner son comportement en presence 
de champs exterieurs. Avant de definir precisement le formalisme de la theorie de la reponse 
lineaire, presentons deux applications illustratives de cette theorie. 



Exemple 1 (Spins sur reseau) Soit un systeme E comprenant N spins sur un reseau 
A en absence de champ magnetique exterieur. L'energie totale du systeme est alors decrite 
par un hamiltonien 1 

N 
i<jeA 

La premiere partie est l'hamiltonien de Heisenberg avec Jjj > les constantes de couplage 
entre les spins i et j et 

<Ti = (*i x ,*iy,Vi z ) = ^{ 1 J ' 2 V.0 -ljj (7 - 2) 

les matrices de Pauli (au facteur | pres) decrivant le spin au site i. Hr represente l'energie 
des autres degres de liberte du systeme ainsi que leur interaction avec les spins. 

On s'interesse a l'aimantation totale, c'est-a-dire a la valeur moyenne de 

N 

M = ^cr,. (7.3) 
i=\ 



1 L'indice dans Ho signifie l'absence de champ exterieur. 
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L'equilibre thermique du systeme est caracterise par la matrice densite d'equilibre de Gibbs 

Po = ^e~ l3Ho , Q = Tr(e-P H °y (7.4) 

Pour t < to, on suppose que le systeme se trouve a l'equilibre par consequent 

(M) = Tr(/>oM) = 0, t<t . (7.5) 

En effet, Hq est invariant sous les rotations etant donne qu'il n'existe pas de direction 
privilegiee, d'ou la nullite de la valeur moyenne de Paimantation. 

En t = to on enclenche un champ magnetique exterieur B(t) homogene, mais dependant 
du temps. L'hamiltonien d'interaction est 

H I (t) = - f iM-B(t), (7.6) 

et l'hamiltonien total devient 

H(t) = H + H I {t). (7.7) 
La matrice densite quantique obeit a la loi devolution 

pit) = U{t,t )p U\t,t ), (7.8) 

avec U(t,to) l'operateur d'evolution associe a l'hamiltonien (7.7). L'equation differentielle 
correspondante (equation de von Neumann) est 

ih ^PV) = [ ff (*). . P(* = *o) = Po- (7.9) 

La valeur moyenne de l'aimantation n'est plus nulle pour t > to & cause du brisement de 
symetrie de rotation. On ecrit 

(M) (t) = Tr (p(t) M) = F (B(-),t) , (7.10) 

oil l'on considere la valeur moyenne de M comme une fonctionnelle F (£?(•), t) du champ 
applique B(t). La mesure de (M) (t) pour diverses configurations du champ magnetique 
fournira done des informations sur le systeme. Remarquons que (M) (i) = (M) = si 
B(t) = 0. Si l'amplitude de Bit) est faible, et qu'on peut developper F (B(-), t) en puissances 
de B(t), on ne retient alors que le terme lineaire, necessairement de la forme 2 




(7.11) 



Les fonctions Xafi{t,t') ainsi definies sont appelees fonctions de reponse, ou susceptibilite 
generalisee (tenseur de susceptibilite). 

Plus generalement, on peut avoir un champ exterieur inhomogene B(j,t), avec j qui 
indique la valeur de B au site j. Dans ce cas, l'hamiltonien d'interaction Hj(t) prend la 
forme 

N 

H I (t) = - li J2°rBU>t)- ( 7 - 12 ) 

i=i 

2 Dans la suite du chapitre, i, j, k, . . . indexent les sites du reseau ou bien les particules, et a, [3,j, . . . les 
composantes des vecteurs dans K 3 . 
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La reponse de la composante a du spin au site j sera alors 

N 3 



(a a (j))(t) = (a a (j)) B=0 + J2J2 I dt ' Xap(i,t;j,t')Bp(j,t'). (7.13) 
Le tenseur de susceptibilite Xap(h t; j, f) depend alors des sites % et j. o 



Exemple 2 (Gaz d'electrons) Soit un systeme X comprenant N electrons dans un 
volume A en absence de champ electrique. 

L'hamiltonien total du systeme est 

N 2 N 

H « = E ^ + E v ^ - r i) + H * ( 7 - 14 ) 

i=l i<j 

Pi sont les quantites de mouvement des electrons, V(r) le potentiel de Coulomb, et Hr 
comprend Penergie des autres degres de liberte du systeme, tels que les phonons, et leur 
interactions avec les electrons. 

Pour t < to, le systeme est a l'equilibre thermique. En t = to on. enclenche un champ 
electrique £(r,t), de sorte que dans l'approximation dipolaire l'hamiltonien d'interaction 
est 

N 

H I (t) = -e^2r i -e(r i ,t), (7.15) 



i=i 



et l'hamiltonien total devient H(t) = Hq + Hj(t). Le champ S(r,t) engendre un courant 
electrique dont la densite au point x au temps t est 

N 

j(x, t) = | (^ x - r *) v * + v * ^ x - r *)) • ( 7 - 16 ) 
i=i 

La reponse lineaire de la composante a du courant j au point x en t est 

3 

Oa(x,t)> = 0'a(x)>e =0 + y; / d 3 x' / dt / ^(x,t;x / ,0«f / 3(x , ,t') (7.17) 

=0 p 

et definit le tenseur de conductivity electrique a a ^(x, t; x', t'). (7.17) est la loi d'Ohm gene- 
ralisee au cas anisotrope et inhomogene. o 

Comme nous l'avons vu par ces exemples, la situation peut etre resumee comme suit, 
(i) Pour t < to on a un systeme £ a l'equilibre thermique dont l'hamiltonien microsco- 
pique est Hq, et on s'interesse a une observable A = de ce systeme : 

e -/3H 

(A) = Tr(p A). (7.19) 
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(ii) Lorsque t > to, une force exterieure dependant du temps agit sur le systeme donnant 
lieu a une interaction generiquement de la forme (voir (7.12) et (7.15)) 

N 

H I (t) = -Y J B 3 f J (t), (7.20) 
i=i 

ou Bj sont des observables du systeme et fj des amplitudes classiques dependant du 
temps. A l'ordre lineaire, les contributions des termes de la somme (7.20) a la fonction 
de reponse sont additives. On peut done sans perte de generalite prendre 

Hj(t) = -Bf(t), H(t) = H + flj(t), (7.21) 

ou B = est une observable du systeme couplee a la force exterieure reelle f(t) = 
f*(t) de petite amplitude, enclenche au temps to (f(t) peut en principe etre modu- 
lee par l'experimentateur). La theorie de la reponse lineaire caracterise l'effet de la 
perturbation —Bf(t) sur le systeme. On definira la fonction de reponse XAB(t) de 
l'observable A sous la perturbation —Bf(t) par : 



(A) (t) = (A) + / dt' X AB(t, t') f{t') + O (J 2 ) 

JR 



(7.22) 



On supposera egalement {A) Q = sans restriction a la generalite (sinon remplacer partout 
(A) (t) par (A) (t)—{A) ). La dependance temporelle de XAB(t, t') est regie par l'hamiltonien 
Ho, et caracterise done la dynamique propre du systeme S en absence de champs exterieurs. 

La perturbation est precisement de la forme simple (7.21) quand le champ exterieur 
est homogene. Par exemple, dans le cas des spins sur reseau avec champ applique S{t) = 
zBocos(ujt) on a de (7.5) 

H I {t) = -nM z B Q cos{ojt), (7.23) 
= B =/(*) 

et on peut prendre A = M z . Les observables A et B sont alors identiques et representent 
toutes deux l'aimantation dans la direction z. Dans le cas des electrons soumis a un champ 
applique £(t) = z£ocos(ujt) on a de (7.15) 

N 

H I (t) = -eJ2r itZ SoCOB{cjt), (7.24) 



et on peut choisir A = e 5^2= i v i,z avec Vi jZ la composante dans la direction z de la vitesse 
de Pelectron i. L'observable A est done le courant total dans la direction z, tandis que B 
est le moment dipolaire selon z. 

7.2 Proprietes generates de la fonction de reponse 
7.2.1 Homogeneite dans le temps 



XAB(t,t') = X AB(t-t') 



(7.25) 
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Cette propriete traduit le fait que XAB(t,t') ne depend pas de l'origine du temps. Ceci 
resulte de Phypothese que l'hamiltonien propre du systeme Hq ne depend pas du temps 
(systeme conservatif). On considerera alors XAB{t) comme fonction d'une seule variable t. 
Ainsi 



(A)(t) = [ dt' XAB(t-t')f(t') 

Jn 



t-t'=t" 



dt' X AB(t')f(t-t') (7.26) 



7.2.2 Causalite 



XAB(t-t') = 0, t<t' (7.27) 

En effet, la valeur de (^4) (t) ne peut dependre que des effets de la "force" f(t') pour des 
temps anterieurs a t, car l'effet ne peut pas preceder la cause. Par exemple, si on applique 
une impulsion instantanee f(t) = 5(t — to) en t, alors (A) (t) — (A) Q = x(i,to) qui es t nu l 
pour t < to- 

Une consequence importante de la causalite est que la transformee de Fourier de XAb(^) 
(au sens des distributions) 



XAB 



poo 

H= / dt X AB{t)^\ uielR, (7.28) 

J 



a un prolongement holomorphe dans le plan complexe superieur des frequences uj\ + iuJ2, 
L02 > 0. En effet, l'integrale 

x(Lu 1 +icj 2 )= / dt e iuJlt e- W2t x(t) (7.29) 
J o 

est uniformement absolument convergente pour LO2 > 0, et done analytique dans le plan 
complexe superieur. Ceci suit du theoreme d'analyse complexe qui dit que si f n (z) est 
analytique dans V C C et f n {z) converge uniformement dans V vers f(z), alors f(z) est 
analytique dans V. En effet, en prenant la suite de fonctions analytiques de 10 

XnH= ["dte^xit), (7.30) 
Jo 

et utilisant 

/•oo 

Ix„(w)-XH|< / dt \ X (t)\e- St ^0, n^cx), oj 2 > 5 > 0, (7.31) 

J n 

on satisfait aux conditions du theoreme en question. 
7.2.3 Realite 

Comme f(t) et (A) (t) sont des quantites physiques reelles, il suit de (7.22) que XAB{t) 
est reelle. Ceci entraine 

Xab{^i + iuJ 2) = Xab{~ui + iu 2 ). (7.32) 
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7.2.4 Dissipation 

S'il y a dissipation dans le systeme S, l'observable A retourne a l'equilibre lorsqu'on de- 
clenche la perturbation f(t). C'est dire que si f(t) = 0, t > t\, alors (A) (t) = f^ 1 dt' XAB(t — 
0/(0 — * lorsque t — ► oo, et done lim^oo XAe(t) = 0. On fait Phypothese que l'approche 
a l'equilibre est suffisamment rapide de sorte que XAB{t) soit integrable 

POO 

/ dt |xab(*)| < oo. (7.33) 
J o 

Ceci assure l'existence de la transformee de Fourier (7.28) au sens d'une fonction bornee et 
continue puisqu'alors pour u> reel 

IxabMI < / dt \ X AB(t)e iu)t \ = / dt \ X AB(t)\ < oo. (7.34) 
Jo Jo 

La relaxation de (A) (i) est due au fait que les quantites d'interet (spins, electrons) 
sont couplees via Hr (voir (7.1) et (7.14)) a d'autres degres de liberte du systeme qui 
jouent le role de reservoir thermique. L'hypothese de la dissipation (sous la forme (7.33)) 
equivaut done a dire que la valeur sur l'axe reel xab(^) = li m e^o XAB (w + is) est une 
fonction continue de uj. Si par contre XAB(t) a des modes propres non dissipatifs (xAB(t) ~ 
Cab e~ loJot , t —>■ oo, loq e R), xab{^) peut presenter des poles en sur l'axe reel, ou 

d'autres types de singularites. En general, il est necessaire de garder e > pour eviter ces 
eventuelles singularites de la transformee de Fourier de la fonction de reponse, et de prendre 
la limite e — > a la fin du calcul. 



7.2.5 Relation de la fonction de reponse avec la dissipation d'energie 

On considere ici le cas A = B. Soit E(t) = Tr (p(t) H{t)) l'energie du systeme perturbe 
par une amplitude de la forme f(t) = Re (/oe _l ^ +l£ ^) avec e > 0, alors la variation de 
l'energie moyenne du systeme est reliee a la partie imaginaire de la fonction de reponse par 

*E(t) = HmJ^ulm(xAA(co + ie)). (7.35) 
at e^0 2 



C(t) designe la moyenne temporelle de C(t) sur une periode. 



Preuve A cause de la perturbation exterieure — A f(t), le systeme etudie n'est pas conser- 
vatif. La variation de son energie moyenne est 

ls(t) = It* (,(*)*(*)) 

= Tr ( lp(t) H(t)j + Tr (p® ±H{t) 

= -jr[H(t), P (t)} =ZiHl(t) 

= - l - Tr (H(t) p(t) H{t) - p(t) H(t) H(t)) + Tr (p(t) ^/(*)) • (7.36) 



7.2. PROPRIETES GENERALES DE LA FONCTION DE REPONSE 



145 



En vertu de la cyclicite de la trace Tr(CiC2) = Tt{C-2C\) le premier terme du membre de 
droite de (7.36) est mil. Ainsi, avec Hj(i) = —Af(t) l'equation (7.36) devient 

±m = -■»(#) a ^m) 

= -{A)(t)^f(i). (7.37) 

Considerons une perturbation de la forme 

f(t) = ie et (fa-™ + fSe™) = Re (f e-^ + ^) , e > 0, (7.38) 

telle que lirm ; _ i ._ 00 f(t) = 0. L'existence du facteur e £t assure un enclenchement "doux" 
de la force pour t < et evite les effets transitoires en t > inevitablement dus a un 
enclenchement soudain. Ainsi 

(A)(t) ( = 6) / dt' X AA(t')f(t-t') 

(7 ^ 8) Re ^dt> X AA(t') foe-^^ 
= Re (f e-« u+ie » tit' X AA(t') e^ +i ^ 

( = 8) Re (/ e-^ + -)* x aa (lo + is)) . (7.39) 
En inserant (7.39) dans (7.37) on a 

(7.39) 

(7 i 8) - Re (/oe-^)' Xaa(^ + fe)) ^ Re (/oe"*^') . (7.40) 

On prend alors la limite e — > de (7.40) de sorte que 
d I f I 2 

TI^W = -^ulim i(x* AA {u + ie) - xaa(u + ie)) 
at 4 e^0^_ v ^ 

=2lm(xAA(^+'ie)) 

lim (/ 2 xaa(^ + ie)e 2 ™ - (/ *) 2 ^(u, + ie)e~ 2iut ) . (7.41) 

En faisant une moyenne sur une periode T = ^ par integration selon ^ Jj^ di , on voit de 
(7.41) que les deux derniers termes donnent une contribution nulle par 27r-periodicite de 
Pexponentielle e tx , et on obtient le resultat (7.35). ■ 

S'il y a dissipation, Taction du champ exterieur f(t) ne peut que contribuer a accroitre 
l'energie du systeme en augmentant sa temperature (par exemple l'effet Joule : sous l'effet du 
champ electrique le deplacement des electrons produit de l'energie thermique par interaction 
(collisions) avec le reseau ionique), on en conclut done ^E(t) > 0, et par suite de (7.35) 
1' import ante consequence 

limlm(xAAH) >0, lo>0, (7.42) 

e^0 
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positivite qui caracterise le caractere dissipatif du systeme. 

Le fait que la moyenne de l'energie du systeme soit reliee a la partie imaginaire de la 
transformee de Fourier de la fonction de reponse a une consequence importante. En effet, 
comme la variation d'energie totale du systeme peut etre mesuree, on a experimentale- 
ment acces a la partie imaginaire de xaa(uj)- Or, grace aux equations de Kramers- Kronig 
qui relient parties imaginaires et reelles de XAA(t), cette connaissance suffit a determiner 
entierement la fonction de reponse. En principe, la mesure de la dissipation d'energie du sys- 
teme pour differentes frequences de la perturbation exterieure determine done entierement 
la fonction de reponse du systeme. 

7.2.6 Les relations de Kramers-Kronig 

Theoreme 7.1 (Relations de Kramers-Kronig) On suppose I'integrabilite (7.33) de la 
fonction de reponse et que |x(w)| < ^ dans le demi-plan complexe {uj = io\ + iu)2\uJ2 > 0}, 
alors les parties reelles et imaginaires de x(u;) sont liees par les relations de Kramers- 
Kronig (1927) 

Re(xM) = -if du^^l, (7.43) 
Im(^o)) = --/d.^M), (7.44) 

TT J UJ UJq 

oil f denote la partie principale de I'integrale 

du m± _ lim lim ( r- d „ jm. + p to m.). ( 745) 

UJ -UJ R-^oo e^O \J_ R LO-UJq Juo+e UJ — UJq J 



Preuve La condition de causalite %(t) = Vi < pour la susceptibilite, jointe au fait 
que x(t) es t une fonction reelle, implique les relations de Kramers-Kronig. Considerons la 
transformee de Fourier 

/>oo 

X(uj) = / dt e^ X (t) (7.46) 
Jo 

et le plan complexe des frequences uj = uj\+iuj2- La causalite, comme on l'a vu, entraine alors 
que x( w ) es t une fonction holomorphe (analytique) dans le demi plan complexe superieur 
u)2 > 0. Considerons une frequence reelle uj$ et le contour Cr de rayon R dans le demi plan 
complexe superieur (voir la figure 7.1). 

Comme x(u;) es t holomorphe dans le plan superieur le theoreme de Cauchy entraine 



L 



duj X&L = 0. (7.47) 

uj — UJQ 



Decomposons I'integrale (7.47) sur le chemin C = CrV V C £ V 

f dw ^H_ + r dul ikL + r-^M± + f to M± =0 . (7 . 48) 

JCr UJ -UJq J Ce UJ - UJq J_ R UJ -UJq J W{)+£ LO-UJQ 



~< <> ' ^ 



© © © 
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FIG. 7.1 - Chemin C = CrV c£° VC E V C^ 2) dans le plan complexe superieur, avec pole en u>o £ K. 



(T) Dans la limite i? — > oo ce terme s'annule sous l'hypothese |x(w)| < ^ = if > w £ Cft- 
En utilisant \a — b\ > \a\ — \b\ on a 



lim 

R— >oo 



dw 



c R ^ ~ ^0 



Mr i 

< lim — / dw 



R-^oo R J Cr \uj — 0Jq\ 

M [ , 1 
< lim — / da; 



i?^oo i? R — UJq 

M 2tiR 
= lim — — 

R-^oo R R— LOq 

= 0. 



(7.49) 

(2) Soient les changements de variables to — Wo — > w puis w = ee^, dw = iee^d^, 
(/? G [vr, 0], alors cette integrale donne dans la limite e — > 



lim / dw X ^ = -i lim r dy> x (w + ee^) 
Jc e W - W e^o J 



-Z7TX(W ). 



(7.50) 



(5) On definit la limite de ce terme lorsque R — > oo et e — > par la notation definie 
dans (7.45), c'est-a-dire 



lim lim 



R^oo e^O W - W Jui +e W - W 

En inserant (7.51), (7.50) et (7.49) dans (7.48) on obtient 



dw 



w — CJQ 



dw 



(7.51) 



(7.52) 



w — UJQ 

Notons x( w o) = XiO^o) + *X2(wo), alors en prenant les parties reelles et imaginaires de 
(7.52) 

X2(w) 



Xi 

X2 



w — Wq 



dw 



XiH 

W — WQ ' 



(7.53) 
(7.54) 
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qui sont les relations de Kramers-Kronig (7.43) et (7.44), ce qui acheve la preuve. ■ 



7.3 Expression microscopique de la fonction de reponse 

Le but est de trouver une formule explicite pour la fonction de reponse XAB(t) sous une 
perturbation Hj(t). La demarche consiste dans un premier temps a appliquer la theorie des 
perturbations non stationnaires au premier ordre en Hj(t) pour obtenir l'expression de la 
valeur moyenne de l'observable A et d'identifier ce terme a la definition de la fonction de 
reponse 

(A)(t)= fdt' X AB(t-t')f(t'), (7.55) 
J t 

pour en tirer l'expression de XAB(t)- 

L'hamiltonien total est de la forme H(t) = Hq + Hj(t) avec Hq l'hamiltonien sans 
perturbation et Hj{t) = —Bf(t) la perturbation. Pour calculer 

(A)(t) = Tr(p(t)A) (7.56) 

au premier ordre en f(t), il faut tout d'abord trouver p(t) au premier ordre en f{t). La 
matrice densite p(t) en presence de la perturbation est donnee par 

pit) = U(t,t )p U\t,t ), (7.57) 

ou po Petat initial d'equilibre thermique (7.4) et U(t,to) l'operateur devolution total satis- 
faisant 

ih^U(t,to) = H(t)U{t,t ). (7.58) 

Pour obtenir p(t), il faut done realiser le developpement perturbatif de U(t,to). Nous ne 
donnons pas ici le developpement pour tous les ordres, mais determinons plutot l'ordre 
lineaire tout en donnant la demarche permettant d'obtenir les ordres superieurs. L'operateur 
d'evolution libre 

U (t) = e~ l i Ho , (7.59) 

jouit des proprietes de groupe 

U (h) U (t 2 ) = U (h + 1 2 ), Ufa) = Uo(-t) (7.60) 

qui seront souvent utilisees dans la suite. On introduit l'operateur d'evolution dans la re- 
presentation d'interaction 

C/}(t,to) = ul(t)U(t,t )U (to), (7.61) 
et l'hamiltonien de perturbation en representation d'interaction defini par 



Hj(t) = U^(t)H I (t)U (t), 



(7.62) 
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Ui(t,to) verifie l'equation 

i/i^E/}(t,to) = ih ^Ui(t) U{t,t )U (to) + U \t) ih^U(t,t ) U (t ) 

^j-HoU^t) (7 ^ 8) H(t)U(t,t ) 



(t/J(t) H(t) - H t/J(t) )U(t,t ) U (t ) 



Ul{t)H!(t) U(t,t )U (t ) 



(7.62) 



fl?(t)L/}(Mo)- (7.63) 



En mettant (7.63) sous forme integrale et en retenant la premiere iteration (done le terme 
lineaire dans Hj), on obtient 

Ui(t,t ) = 1 —J dsi fl?(5i)C^(5i,t ) (7.64) 

n J to 

= 1 - l - f dsi + O (fl?) . (7.65) 



'to 

En revenant a U(t,to) par inversion de (7.61) 



i 

U(t, t ) = U (t -t )-- dsi t7 (* - si) fTj(si) I7 («i - to) + O (tf?) , (7.66) 

n J t 

qui est le resultat final. En poursuivant l'iteration de l'equation (7.64) on peut trouver les 
corrections aux ordres superieurs. 

Avec l'expression Hj(t) = —Bf(t) et (7.66), Poperateur devolution U(t,to) s'ecrit au 
premier ordre dans la perturbation 

U(t, to) = Uo{t -to)- I f ds U (t - s) (-Bf(s)) U (s - t ) 

= U (t - t ) + I I ds f{s)ul{s -t)B U (s - t) U (t - t ) 

h J to 

= (l + l - jf ds /(s) B (s - t)j U (t - to), (7.67) 

avec la definition Bo(t) = ul(t)BUo{t). En inserant (7.67) dans (7.57) on a 

p(t) = ( 1 + lj t ds f{s)Bo{s-t)^ U (t-t )p U^t-t )x 

l-^J*dsf(s)*Bl(s-t)y (7.68) 
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Comme / = /*, Bq(s — t) = B^(s — t) et Uo(t — to) Po U\(t — to) = po ( car l'etat d'equilibre 
po est stationnaire sous t/o(t)), 3 (7.68) devient 



Pit) 



po + l f ds f(s) [B (s - t), po] + O (f) . (7.69) 



En inserant (7.69) dans la definition (7.56) de la valeur moyenne de l'observable A on a 
(avec (A) Q = Tr (p A) = 0) 

(A) (t) = Tr (p{t)A) = \f t ds f(s) Tr ([B (s - t),p ] A) + O (f) . (7.70) 

Par identification de (7.70) et de la definition (7.55) de la fonction de reponse on en tire 

XM( t-0-lli'* ll * V - t) "» ]A) - (7.71) 
[ 0, t< t', 

et en utilisant la cyclicite de la trace ainsi que (7.60) on obtient finalement 



-Tr([B,p Q ]A (t)), t>0, 
XAB{t) = < n 

,0, t < 0, 



(7.72) 



avec A (t) = U^(t)AU (t). 



7.4 Le theoreme de fluctuation-dissipation 

On a vu que la fonction de reponse est liee a la dissipation dans le systeme. La for- 
mulation du theoreme de fluctuation-dissipation necessite l'introduction des correlations 
temporelles a l'equilibre. Soit p$ l'etat d'equilibre thermique (7.4) et A = A^ , B = B* une 
paire d'observables de moyenne d'equilibre nulle (^4} = {B) Q = 0. On definit la correlation 
temporelle a l'equilibre de A et B par 

Gab (t) = ±Tr(p {AB (t) + B (t)A)^) = \ (AB (t) + B (t) A) , (7.73) 

ou Bo(t) = U^t) B Uo(t) est revolution de B engendree par l'hamiltonien du systeme Hq 
(en absence de toute perturbation exterieure) . 

Cette definition est Panalogue quantique des correlations temporelles d'un processus 
stochastique, par exemple (v(0)v(t)} dans la theorie de Langevin. En general, A et B ne 
commutent pas, c'est pourquoi on introduit le produit symetrise dans (7.73). 

Si A et B ne sont pas de moyenne nulle, il faut remplacer A par A — (A) Q et B par 
B — (B) dans la definition (7.73) (qui devient alors l'analogue de la fonction d'autocorre- 
lation). Comme dans le cas d'un processus stochastique, on s'attend a la decorrelation des 



3 On peut le voir formellement car po = 0H ° et Uo(t) = e dependent tous deux du meme 

operateur Ho, done po et Uo(t) commutent. 
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observables A et B lorsque t — > oo, c'est-a-dire lim^oo Gab{£) = 0. Si cette decorrelation 
est suffisamment rapide, Gab(P) possede une transformee de Fourier reguliere 



Gab (w) = / dt Gab We*"*. 



R 



(7.74) 



Notons quelques proprietes de symetrie de Gab(*) et Gab Puisque (ABo(t))^ = 
Bo(t)A, GAB(t) est reelle ce qui entraine 



G\ B {u) = G AB {-u). 



(7.75) 



Grace a la cyclicite de la trace et en exploitant la stationnarite de la distribution d'equi- 
libre po on a 



G AB (t) = \ Tr (p (AB (t) + B (t) A) ) 



- Tr (p A Ul B U + p W B U A 
I Tr (p Ul U A Ul B U ) + \ Tr (p C/J B U A u\ U ) 



--Ao(-t) 



--Ao(-t) 



= 1 Tr ( C/ p Ul A (-t) B) + \ Tr ( U p u\ B A (-t)) 



=po 



^Tr(p (M-t) & + B M-t))) 



On en conclut 



et done, avec (7.75) 



G BA (-t). 



G A b(v) 



R 



dt G B A(-t)e^ = Gba(-w), 



G AB {u) = G* BA (u). 



(7.76) 
(7.77) 
(7.78) 



En particulier, Gaa(^) est reelle et positive. La positivite se voit en remarquant que 
Gaa(£) est definie positive : pour toute suite de coefficients a G C on a 



CjcJG^ = Tr 



Po ^2ciA (ti) ^2ciA (ti 



f 



vi=l 



> 0. (7.79) 



En effet, utilisant la stationnarite de po comme dans (7.76) 

G A A(h-t 2 ) = ±Tr(p (A)(ii)A)(i2) + A)(i2)4)(ii))), (7.80) 

ce qui conduit a (7.79). 

II est maintenant possible d'enoncer le theoreme de fluctuation- dissipation sous sa forme 
la plus generale : 



n ( 



lim — Xba {oj + is) - X*ab ( w + ie . 



H*(*r) s "<">- 



(7.81) 
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Dans le cas particulier A = B, on trouve 



lim Im {xaa{u + is)) = t th 



(3hco 



2 



) 



Gaa{u) > 0, 



u > 0. 



(7.82) 



On sait que la partie imaginaire de la fonction de reponse est liee a la dissipation d'energie, 
done l'equation (7.82) relie la dissipation (membre de gauche) aux fluctuations (membre 
de droite). De plus, on retrouve le fait que lim £ ^o I m {xaa{u + is)) > 0, e'est-a-dire que le 
systeme absorbe de l'energie sous l'effet de la perturbation, comme discute a la page 145. 
L'importance de la relation (7.81) vient du fait qu'elle lie la reponse (elle-meme liee aux 
coefficients de transports) aux proprietes des fluctuations a l'equilibre. 

A ce propos, citons la remarque de Onsager (1931) : Si un systeme est dans un etat 
hors-equilibre au temps to, il "ne sait pas" si cet etat hors equilibre resulte d'une action 
exterieure ou d'une fluctuation spontanee. Son evolution de retour a l'equilibre sera la meme 
dans les deux cas (pour peu que la deviation de l'equilibre soit suffisamment petite). 

En principe, on pourrait calculer lm(xAA(^)) a partir de la fonction de correlation 
d'equilibre Gaa{w) et retrouver Re (xaa(^)) par les relations de Kramers-Kronig, et ainsi 
reduire le calcul de la fonction de reponse a celui des fluctuations a l'equilibre. La difficulte 
est que le calcul de Gaa{&) necessite celui de revolution microscopique, ce qui n'est en 
general pas possible, et on doit faire des approximations et des modeles a ce niveau. 

Preuve (Theoreme de fluctuation-dissipation) Lorsque le volume du systeme etudie 
est fini le spectre de l'hamiltonien H$ est discret. Soit une base {|^)}„ qui diagonalise Hq, 
Hq \n) = E n |n). 4 En developpent l'expression microscopique (7.72) de la fonction de reponse 
dans la base {|n)} n on a 



Inserons une relation de fermeture J2 m \ m ) ( m \ = ^ ^ ans (7-83), alors avec po = ie P H ° et 




(7.83) 



n 



Q = Tr (e-^ ) 



XABit) = T^Z{ n \ [B,Po\\m) {m\A {t)\n) 



n,m 



= fc J2 { ( n \ B PoH - {n\p B\m) ) (m\ul{t)AU (t)\n) 



-v " V 




(7.84) 



4 n est une notation generique pour l'ensemble des nombres quantiques necessaires a la caracterisation 
du spectre. Les energies E n sont repetees autant de fois que leur multiplicite l'exige. 
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ou on a pose u> nm = \{E n — E m ) dans le dernier passage. Ainsi la transformee de Fourier 
de la fonction de reponse est 



[•CO 

XAB^ + ie) = / dt e^+^XABit) 
Jo 

{7 = 4) 1 V (n\B\m) (m\A\n) ^~ PEn (e^" m - l) f°° dt e ^+ie-u> nm )t 

h n,m g V / Jo 

= lY (n\B\m) (m\A\n) ^re-^ En (e^™ - l) — . (7.85) 

h ^ Q V J UJ + l£ - UJnm 

L'equation (7.85) implique 

X* ab {lj + is) = \ V (n\A\m) (m\B\n) ^~ pEn (e^™ - l) — (7.86) 

n ^ Q \ J lo — ie — io nm 

ainsi que 

Xba(oj + ie) = ly (n\A\m) (m\B\n) ^e~ pEn _ A zl . ( 7 . 87 ) 

n,m 

Avec (7.86) et (7.87) on obtient 

Jim — (xba (w + ie) - Xab (w + ie) ) 

= lim - ^ (n\A\m) (m\B\n) ie _/3£n (e^™™ - l) x 



Q 

n,m 



1 / -1 i 
x- — ^ + 



i V (n\A\m) (m\B\n) -U^™ ( e^" m - l) lim 

II — ' Q V / e-+0 



2i \uj + ie - uj nm lo - ie - uj nm 
e 



Q V ; e _ (w - w nm ) 2 + e 2 
ti.iii \ / 

=7r<$(u;-uj„ m ) 

= | (e^ - l) £ H4™> H^l") A e "^" <K W " w ™ m ). (7.88) 

Pour achever la preuve, il faut montrer que Gab(w) a une forme similaire au membre de 
droite de (7.88). En procedant de facon analogue 

Gab it) = ^Tr ( Po (A B (t) + B (t) A)} 

= \^Z l \ n \ A \ m ) {M B \ n ) — e -/JBn e -<Wnm * 

n,m 

+- X (n\B\m) (m\A\n) — e -^ En e iWnmt , (7.89) 

n,m 

en intervertissant dans le deuxieme terme du membre de droite de (7.89) les indices de 

sommation muets n <-> m et avec l'identite —(5E m = —(3E n + (5huj nm l'equation (7.89) 
devient 

Gab(*) = X H^H <m|B|n) -^-^"e^"™* I — ^ J . (7.90) 
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La transformer de Fourier de Gab(*) est done 
G AB (u) = f dte^G AB (t) 

( = 0) y (n\A\m) (m\B\n) j-e~^" ( 1 + ) [ dt >' 

=27r5(w— o; nm ) 

(n|^4|m) (m|B|n) — e <5(u; - u nm ). (7.91) 

En comparant (7.88) a (7.91) on trouve 

1 /„ „ \ 1 - 1 ~ 1 / [3huj\ ~ 

}^(xBA(u: + ie)- X * AB {u + ie)) = -^—^Gab^) = -th Gi4fl ( w ) 

(7.92) 

qui est la relation (7.81), et acheve la preuve. ■ 



Remarque Cette demonstration s'applique a un systeme quantique enclos dans un vo- 
lume fini. Le caractere discret du spectre se manifeste alors par le fait que Gib(w) n'est 
pas une fonction reguliere de uj, mais une somme de fonctions de Dirac centrees sur les 
differences d'energies propres LO nm (voir (7.91)). Pour recouvrer la regularite de Gab{u) et 
la decroissance temporelle mentionnee avant (7.74), il est necessaire de prendre la limite du 
volume infini (limite thermodynamique) de l'expression (7.91). Ce n'est que dans l'ideali- 
sation d'un systeme infini que Ton peut obtenir une relaxation temporelle des fluctuations 
au sens strict (Penergie peut alors etre dissipee a l'infini). Ainsi il faut comprendre le theo- 
reme de fluctuation-dissipation dans le sens suivant : les expressions en jeu doivent d'abord 
etre calculees a volume fini puis il faut prendre la limite thermodynamique et finalement la 
limite e — > 0. o 



7.4.1 Exemple : theorie de Langevin 

II n'est pas aise de donner un exemple explicite a la theorie generale, car il faudrait 
pourvoir resoudre la dynamique microscopique a grand nombre de degres de liberte. On 
peut cependant Pillustrer dans le cadre de la theorie de Langevin pour lequel toutes les 
grandeurs d'interet peuvent etre calculees explicitement. On considere une particule soumise 
a un bruit blanc f(t) et a une force exterieure donnee F(t) 



^«) = - 7 „( t ) + ^/«) + iF(t,, (7.93) 
(/(ti)/(t2» = S(h - t 2 ), (7.94) 

avec j3 = (ksT)^ 1 . On definit la fonction de reponse de la vitesse a la force exterieure 
(la mobilite) par 

(v(t))= I dt' X (t-t')F(t'). (7.95) 
Jn 
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Le systeme £ consiste done en la particule environnee du fluide dans laquelle elle se meut : sa 
dynamique est le processus d'Ornstein-Uhlenbeck et la perturbation est la force F(t). Notons 
qu'ici la dissipation est introduite phenomenologiquement par le coefficient de friction 7. 

(i) On va commencer par montrer que 

XM = f dt e^ X (t) = (7.96) 
Pour cela remarquons que la vitesse moyenne obeit a l'equation 

f t (v(t)) (7 ^ 3) - 7 <„(*)) + 1^*), (7.97) 

car (/) = 0. Ecrivons les relations (7.97) et (7.95) dans la representation de Fourier 

-ilo(v)(uj) = -j(v)(cj) + ^F(u), (7.98) 
<7)(w) = x(w)F(w). (7.99) 

Le resultat (7.96) suit lorsqu'on resout ces equations pour x( u )- 

(ii) Montrons a present la relation de fluctuation-dissipation 

Im(xH) = ^GH, (7.100) 



ou 



G{uj) = I dt e iujt (v(t)v(0)) (7.101) 
Jn 

est la transformee de Fourier de la fonction d'autocorrelation des vitesses. Pour cela, 
on se souvient que la fonction d'autocorrelation des vitesses dans la theorie de Lan- 
gevin est donnee par (voir (3.30)) 

K*M0)> = ^e^l«l, (7.102) 



d'ou 



G(u) = -L [ dt e iujt e~^ 



/0 1 poo 

dt e ( 7 +iu,)t + / dt 

■00 pm Jo 



1 

(5m 

1/1 I 

+ 



-(7— iu>)t 



(5m \ 7 + iu 7 — ioj 

2 7 
(5m 7 2 + oj 2 ' 



(7.103) 



or de (7.96) on a 



Im(xH) = -Im(^— ) =^^— (7.104) 

m \7 — ^u; / m 7 Z + cj z 



ce qui conduit par comparaison de (7.103) et (7.104) au resultat (7.100). 
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(iii) On definit le coefficient de diffusion D par 

(x 2 (t)) 

lim ^ — = D. (7.105) 

t^oo 2t 

On va voir que D = ^G(uj = 0), ce qui va permettre de retro uver la relation de 
Einstein D = Pour ce faire, puisque x(t) = x(0) + J * dti v(ti), alors 

=0 

(x 2 (t)) 1 {* 



2t 

1 r* /-'J 



, dti / dt 2 (v(0)«(*i - 1 2 )) 
f ./o Jo 



= ^ ^dti r'dta (v(0)v{t 2 )), (7.106) 

£ JO JO 



d'ou en prenant la limite t — ► oo 

<Z 2 (i)) (7.106) 



(*^(t) (7.106) p 

lim = / dt (v(0)v(t)) 

t— >00 2t _/q 

dt (u(O)v(t)) 



(7.102) 1 

2 

(7.101) 1 



2 G(w = 0). (7.107) 



D'ou en inserant (7.103) dans (7.107) 



lim X V ;/ = = D. 7.108 

t^oc 2t firwy v ; 

On voit clairement dans ce cas comment le theoreme de fluctuation-dissipation generalise 
la relation de Einstein trouvee au debut du cours. 



7.4.2 Microreversibilite et symetries de la fonction de reponse 

L'invariance sous le renversement du temps de la dynamique microscopique, qui entrai- 
nait la symetrie L a/ 3 = Lp a des coefficients cinetiques (voir le chapitre 5), a des consequences 
analogues sur la fonction de reponse : elle implique que Ton peut interchanger les roles de 
A et B. Pour le voir, on va brievement definir l'operation de renversement du temps en 
mecanique quantique. De fagon analogue a la definition classique (5.10), elle est realisee par 
un operateur T sur l'espace des etats quantiques tel que 

%l T T : 4: <7 - 109) 

Lorsqu'il n'y a pas de spin, on peut definit T = C comme la conjugaison complexe des 
fonctions d'onde dans la representation de Schrodinger 



C4> = 



(7.110) 
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On en conclut que C est antilineaire 

C(\(p + nil>) = \*C<p + ti*il>. (7.111) 
L'adjoint d'un operateur antilineaire A est defini en general par 

W\A<p) = (A^^)* = (ip\A^). (7.112) 
En appliquant (7.112) a T on obtient pour tout if 

[ dxi/>*(C<p) = [ dxVV = I da;p*(Cty), (7.113) 
Jm, in je 

ce qui montre qu'egalement 

Cty = ^*. (7.114) 

Ainsi C = est autoadjoint, (anti) unit aire CC^ = C^C = 1, et idempotent C 2 = 1. 
Puisque p = —ih-^ est purement imaginaire et que q = x est purement reel, on verifie que 
C a bien Taction (7.109). 

Un hamiltonien est invariant sous le renversement du temps si 

C ] HC = H. (7.115) 
L'evolution U(t) = e~' l h H engendree par H se transforme done comme 

C7+ U(t) C = U(-t). (7.116) 

Si la particule porte un spin S, on desire que S se transforme comme un moment 
angulaire p A q, done S — ► — S* sous l'operation de renversement du temps. Par exemple, 
pour un spin 1/2 dans la representation des matrices de Pauli a = (cr x ,a y ,a z ) ou a x , a z 
sont reelles et a y est imaginaire pur, on a avec (7.110) 

C'a x C= a x , 

C^a y C = -a y , (7.117) 
&o x C= a z . 

Pour changer globalement le signe de <r, on peut encore adjoindre a C une rotation Q~ % 2 a v 
d'angle tt autour de la direction y qui transforme o~ x , a z en —o~ x , —<r z . Dans ce cas l'operateur 
de renversement du temps est 

T = e-^C, (7.118) 

et satisfait aux memes proprietes deja enoncees pour C. 

Considerons des observables A et B qui ont des parites bien definies sous l'application 
de l'operateur de renversement de temps T 

T^AT = e A A, T^BT = e B B, e A ,e B = ±l, (7.119) 
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par exemple une densite (e = 1) ou un courant (e = —1). En utilisant T^T = 1, T' po T = po 
ainsi que Tt C/ (i) T = C/" (— *) 

G AB (t) = ^Ti:(po(4£o(t) + Bo(t)A)) 

= -Tr (V^o^ r f (4 TT f B(t) + B(t)TT j A)T) 

= - Tr (po(^4T T f C/J BU T + T^ E/J BU T T^AT)) 

=s A A =saA 

= ^Tr (p £a(^4 T^T T^BTT^Uo T + T^U^T T^BT U T A)^j 

=u =£bB =ul =u = £bB ={/t 

= ^Tr (p e A e B (AB {-t) + B (-t) A)^} 

= e A e B G AB (-t), (7.120) 
puis en tenant compte de (7.76) 

G AB (t)=e A e B G BA (t), (7.121) 
et finalement apres transformer de Fourier 

G AB (co) = e A e B G BA (io). (7.122) 
Le theoreme de fluctuation-dissipation (7.81) et (7.122) impliquent 



Vim^(xBA(u + ie)-x A B(u + i£)) = ^ th (^J £ Ae B G BA (co), (7.123) 



en echangeant les roles de A et B dans (7.123) 

e A e B \im ^.(xAB{u> + ie)-x*BA(u + i£)) = j" th (^r) ^abM- (7.124) 

Le membre de droite de (7.124) etant egal a celui de l'equation (7.81) du theoreme de 
fluctuation-dissipation, on egale les membres de gauche pour obtenir 

Xba (w + ie) - Tab ( w + ie ) = £ a e B (x AB {u + ie) - x* BA (w + is) ) . (7.125) 

Par la suite, on entend comme d'habitude que xab(^>) = lim e ^o XBA^ + ie), w G R. 
(i) e A e B = 1. L'equation (7.125) implique 

XBA M + XBA M = XAB (w) + XAB M 
y v ' y v ' 

=2Re(xsAH) =2Re(xAs(^)) 

=> Re (xba (^)) =Re(xAfiM), (7.126) 

et comme il y a egalite des parties reelles les equations de Kramers-Kronig (7.43) et 
(7.44) impliquent P egalite des parties imaginaires 

MxbaM) = MxabM), ( 7 - 127 ) 

d'ou 

XAB (w) = XBA (w) • (7.128) 
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(ii) £ A £b = — 1- L'equation (7.125) implique 

XBA (w) - X*BA H = - ( XAB (w) - Xab M ) 
v 1 ' 1 

=2iIm(xsA(w)) =2iIm(xAsM) 

=> Im(xBAH) = -Im(xABH), (7.129) 

et comme il y a egalite a la parite pres des parties imaginaires les equations de 
Kramers-Kronig (7.43) et (7.44) impliquent que les parties reelles sont egalement 
antisymetriques 

Re (xba (u)) = — Re (xab (w)) , (7.130) 

d'ou 

XAB M = -XBA M • (7.131) 
Pour resumer, et incluant encore l'effet d'un champ magnetique B, 



Xab(u, B) = e A eBXBA(u, -B), (7.132) 



relations analogues a celles (5.55) pour les coefficients cinetiques. II y a toutefois une diffe- 
rence dans la nature de leurs derivations. Les relations (5.55) sont tres generales, incluant 
des transports de chaleur et de masse qui ne sont pas generes par des champs exterieurs, 
mais par des forces thermodynamiques. Par contre, leur demonstration est soumise a cer- 
taines hypotheses sur la dynamique macroscopique et les fluctuations. La demonstration 
de (7.132) a partir de la dynamique microscopique ne fait appel a aucune hypothese in- 
termediaire, mais les relations (7.132) ont une application plus limitee dans le sens que les 
observables A et B doivent pouvoir etre couplees a des champs exterieurs (par exemple 
electrique, magnetique) dans l'hamiltonien microscopique. 



7.5 Formules de Kubo 

La formule de Kubo exprime a nouveau la fonction de reponse XAB(t) en terme des 
correlations temporelles de A et B a Pequilibre. La forme est un peu differente que le theo- 
reme de fluctuation-dissipation, mais il s'agit d'une variation sur le meme theme. L'idee est 
d'exploiter l'analogie entre les formes exponentielles de l'operateur statistique e _l3H et revo- 
lution quantique Uo(t) = e~ l ^ H °, ou Hq designe l'hamiltonien (conservatif) du systeme en 
l'absence de perturbation exterieure. On voit que le premier s'obtient comme prolongement 
analytique du second au temps imaginaire t = —ihr, r 6 R, 

e -rH = u^_ ihT y (7.133) 
Si Bo(t) = UQ(t)BUo(t) est revolution temporelle de l'observable B, son prolongement est 

B (-ihT) = e THo Be~ THo , (7.134) 
dont on integre par rapport a r sa derivee respective a r pour obtenir 

/ dr —B (-ihT) = B(-ihr)f 

(7 i 34) e^Be~^f 
= e^° B e~ pHo - B. (7.135) 
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CHAPITRE 7. THEORIE DE LA REPONSE LINEAIRE 



En multipliant (7.135) a gauche par po = @ H ° on a 



f 13 d 
Po j dr -^B q (-iHt) = [B,p ], 



et apres le changement de variables s = —ifir 



d 

p0 J dT aS Bo{s) 



s=—ihr 

En multipliant Poperateur (7.137) par Ao(t) on a 



- n [B,„o]. 



J 



Po / dr ^Bo(s) 



s=—ihr 



A (t) = -[B, Po ]A (t). 



(7.136) 



(7.137) 



(7.138) 



Finalement, on prend la trace de (7.138) en se rappelant de l'expression (7.72) de la fonction 
de reponse 



XAB(t) 



dr 



ds 



B (s) 



A (t) 



s=—ihr 



(7.139) 



ou (• • • ) designe la moyenne prise sur l'etat d'equilibre po, et Uo(t) = e t n H ° j Ao(t) = 
U^t) A Uo(t). C'est la formule cherchee, elle donne XAB(t) en termes d'une valeur moyenne 
d'equilibre, sans distinguer entre partie reelle et imaginaire comme dans le theoreme de 
fluctuation-dissipation. 

7.5.1 Exemple : la conductivity electrique 

Nous revenons a l'exemple 2 de la section 7.1, avec N particules de charges e n et positions 
q n soumis a un champ electrique exterieur €(t) homogene. La perturbation s'ecrit (voir 
(7.15)) 

Hj(t) = --D ■ S(t), (7.140) 



avec 



N 



D = ^2 eiqi 



(7.141) 



i=i 



le moment dipolaire total. Nous regardons la reponse du courant total J au champ exterieur 

N 



e,;Vi. 



i=i 



La relation lineaire 



3 

J *(t) = Yl / dt' a a p(t-t')£ p (t') 



(7.142) 



(7.143) 



definit le tenseur de conductivity a a p(t). En appliquant la propriete que la transformee de 
Fourier du produit de convolution est le produit des transformees de Fourier 



(7.144) 



7.5. FORMULES DE KUBO 
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Nos deux observables sont done 

A = J, B = T>, (7.145) 
avec f(t) = £{t). En remarquant que 

a N a N 

A Do ( S ) (? i 41) E^^W = E*Ms) (? = 2) JoW, (7-146) 

i=i i=i 



la formule de Kubo fournit done l'expression 



s=—ihr 



r I d 

cr a7 (t) = / dr ( — D ,a(s) 

/ dr <J 0) a(-^r) J 0)7 (t)) . (7.147) 

JO 



(7.146) ^ 



La fonction de reponse s'exprime done en termes des correlations courant-courant du sys- 
teme a l'equilibre. En passant a la transformee de Fourier 



a ai {u) = lim / die i(w+ie) V a7 (i) 

^ ^ J 

n Q ft OO 

(? = 7) lim / dr / di e^ +i£ )* (Jo, Q (-^r)J , 7 (t)) . (7.148) 

Dans la limite classique H — ► 

? a7 (w) = /? lim / dt e^+ i£ )' < Jo, a (0) J 0)7 (t)> • (7.149) 

La conductibilite electrique est done la transformee de Fourier des correlations courant- 
courant. Les formules (7.148) et (7.149) sont le point de depart du calcul de la conductivity 
sur une base microscopique, la difficulte residant encore dans revaluation des correlations 
courant-courant. 
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